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SUR  LES  CERCLES  RITANGENTS  AUX  CONIQUES 

Par  M.  A.  Tissot 

(Suite,    1896;   p.    2  65) 


28.  —  Lemme.  Toute  droite  passant  par  lai  des  points  d'in- 
tersection de  deux  circonférences  les  rencontre  de  nouveau  en 
deux  points  dont  les  diamètres  se  coupent  sous  le  même  angle 
que  les  circonférences. 

Soieni  B,C  (fi g.  i3)  les  points  où  deux  circonférences  de  centres 
0  et  0'  sont  rencontrées  de  nou- 
veau par  une  droite  contenant  un 
de  leurs  points  d'intersection  A  ; 
l'angle  BDC  des  deux  diamètres 
BO,  CO' sera  égal  à  celui  des  deux 
rayons  OA,  O'A.  En  effet,  le  pre- 
mier est  supplémentaire  de  la 
somme  des  angles  OBA,  O'CA, 
et,  le  second,  de  celle  des  angles  ^^ë-  i^ 

OAB,  O'AC. 

Lorsque  les  deux  circonférences  seront  orthogonales,  les  dia- 
mètres BO,  CO'  seront  perpendiculaires  entre  eux. 

29.  —  Lemme.  Si  deux  cercles  eti  coupent  un  troisième  or- 
thogonale ment  et  suivant  des  cordes  parallèles,  leurs  centres 
de  similitude  coïncident  avec  ceux  des  cercles  décrits  sur  ces 
cordes  comme  diamètres,  la  coïncidence  se  faisant  d'un  centre 
de  similitude  directe  avec  %cn  sens  de  similitude  inverse. 

Soient,  sur  une  même  droite,  les  centres  0,  C,  C  {fig.  i4)  de 
trois  circonférences  dont  la  seconde  et  la  troisième  ont,  pour 
rayons,  les  tangentes  C/4  et  C'/l' menées  à   la   première.  Il  s'agit 
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de  montrer  que  les  centres  de  similitude  des  deux  dernières  cir- 
conférences s'appliquent  sur  ceux 
des  cercles  qui  ont  pour  diamètres 
les  cordes  communes  AB,  A'B'. 

Ces  deux  derniers  centres  de 
similitude  se  trouvent  en  X  et  y, 
à  la  rencontre  de  CC  avec  A' A 
et  avec  AB'.  Soit  D  le  second 
point  d'intersection  de  A' A  avec 
la  circonférence  de  centre  C  ;  lirons  CD  et  OA'. 

D'après  le  lemme  précédent  appliqué  aux  deux  circonférences 
de  centres  0  et  C  et  à  la  droite  A'D,  qui  passe  par  un  de  leurs 
points  d'intersection  A,  CD  sera  perpendiculaii-e  à  OA',  et,  par 
conséquent,  parallèle  à  C'A'.  Les  rayons  CD,  C'A'  des  deux  cir- 
conférences de  centres  C  et  C  étant  ainsi  parallèles  et  dirigés  en 
sens  contraires,  DA'  contiendra  le  centre  de  similitude  inverse 
de  ces  deux  circonférences;  il  se  trouvera  donc  en  X.  On  démon- 
trerait d'une  manière  analogue  que  le  centre  de  similitude  directe 
est  en  Y. 


30.  —  Si  Von  décrit  des  circonférences  ayant  chacune  jjour 
diamètre  la  distatice  des  centres  de  similitude  de  deux  cercles 
hi-tangents,  Vaxe  non  focal  de  la  conique  sera  Vaxe  radical 
coinmu7i  de  toutes  ces  circonférences  prises  deux  à  deux,  et  les 
foyers  seront  les  nœuds  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  par 
rapport  à  cet  axe. 
Le  point  0  étant  le  centre  de  la  conique,  i^  et  F' les  foyers, 

décrivons  la  circonférence  de  centre 
0  et  de  rayon  OF. 
Si  la  conique  est  une  ellipse,  en 

menant,  par  les  centres  ^,jf^'(/i^.i  5) 

des   deux    cercles    bi-tangents,    les 

cordes  GGi,  G'G'i  perpendiculaires 

à  FF',  et  joignant  leurs  extrémités, 

nous    obtiendrons,    en    X,     Y,   les 

centres  de  similitude,  car  les  rayons  „. 

des  deux  cercles  sont  proportionnels 

à  HG,  H' G'  [18].  Or,  d'après  ces  constructions,  l'est  la  polaire 
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de  A' par  rapport  k  la  circonférence  i^6^0'i^';  donc  A',  F  sont 
conjugués  harmoniques  dei',  F'.  De  là  résultent  les  conséquences 
suivantes  :  on  a  OX.OY  =^  c~  ;  la  circonférence  FGG'F'  coupe 
orthogonalement  le  cercle  qui  serait  décrit  sur  XY  comme  dia- 
mètre et  tous  les  cercles  analogues;  les  tangentes  menées  de  0  à 
ces  cercles  sont  égales  à  c;  pris  deux  à  deux,  ils  ont,  pour  axe 
radical,  la  perpendiculaire  élevée  en  0  sur  FF  ;  enfin,  par  rap- 
porta cette  perpendiculaire,  les  noeuds  de  l'un  quelconque  d'entre 
eux  sont  F  et  F'.  On  peut  encore  remarquer  que  le  rayon  de 
chacun  de  ces  cercles  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  dis- 
tances de  son  centre  aux  foyers. 

Si  la  conique  est  une  hyperbole,  les  rayons  des  cercles  bi-tan- 
gents  seront  proportionnels  aux  tangentes  HG,  H' G'  {fig.  16) 
menées  des   centres  H,  H'  à  la  circonférence  décrite  sur  FF' 

comme  diamètre  [18],  de 
sorte  que  les  centres  de  si- 
militude seront  les  mêmes 
que  ceux  des  cercles  de 
centres  H, H'  et  de  rayons 
HG,  H'G' .  Or,  ces  derniers 
coupant  la  circonférence 
FGG'F'  orthogonalement  et 
suivant  des  cordes  parallèles 
GGi,  G'G'^,  leurs  centres  de  similitude  coïncident  avec  ceux  des 
cercles  décrits  sur  ces  cordes  comme  diamètres  [29].  On  se  trouve 
ainsi  ramené  au  cas  précédent. 

Le  foyer  do  la  parabole  est  équidistant  des  centres  de  similitude 
de  deux  quelconques  des  cercles  bi-tangents.  En  effet,  F, F' 
{fig.  i5)  étant  conjugués  harmoniques  de  A",  F,  si  F'  s'éloigne  à 
l'infini,  F  se  placera  au  milieu  de  XY. 


31.  — Etant  donnée  une  moitié  d*ellij)sc  limitée  par  le  petit 
axe,  ou  une  branche  d'hyperbole,  ou  une  parabole,  imaginons 
(|ue  le  centre  //d'un  cercle  bi-langent,  placé  sur  le  prolongement 
(le  la  dr(jite  qui  joint  le  sommet  A  au  foyer  i*',  vienne  à  se  dé- 
pl.icer  en  se  dirigeant  dans  le  sens  FA.  Le  saillant  S,  conjugué 
harmonique  de  //  par  rapport  k  F,  F'  se  dirigera  en  sens  con- 
traire, et  la  droite  des  contacts,  polaire  de  .S"  par  rapport  au  cercle 
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principal,  marchera  à  la  rencontre  de  S,  c'est-à-dire  dans  le 
même  sens  que  H.  La  rencontre  se  fera  en  A,  avant  que  H  n'ar- 
rive au  foyer;  on  aura  alors  [22] 

'  a  '      "  a        ^' 

p  désignant  le  paramètre  de  la  conique.  Le  cercle  bi-tangent  sera 
le  cercle  osculateur  en  A. 

Ensuite,  il  n'y  aura  plus,  à  proprement  parler,  de  cercle  bi- 
tangent,  puisque  la  droite  sur  laquelle  devraient  s'effectuer  les 
contacts  ne  rencontrera  plus  ni  le  cercle  ni  la  conique.  Néan- 
moins, aux  divers  points  de  l'axe  compris  entre  le  centre  du 
cercle  osculateur  et  le  foyer,  correspondent  encore  des  cercles,  ou 
des  droites,  jouissant  des  propriétés  ci-dessus  établies  ;  nous  allons 
maintenant  nous  occuper  de  ces  cercles,  parce  qu'ils  se  présentent 
d'eux-mêmes  dans  la  résolution  et  la  discussion  des  problèmes 
sur  les  cercles  bi-tangents  aux  coniques.  (A  suivre). 

DEUX  PROBLÈMES  GÉNÉRAUX 

DE    GÉOMÉTRIE    ÉlÉ.MENTAIRE 
Par  M.  Ch.  michel,  élève  à  l'Ecole  Normale  supérieui'e. 


Considérons  un  couple  de  points  A„  et  B,i.  Si  P  et  Q  sont  deux 
points  du  plan,  nous  désignerons  par  w„  l'angle  aigu  des  droites 
A„P  et  B„Q  et  par  X„  le  rapport  des  longueurs  A„P  et  B„0. 

On  peut  résoudre  par  une  méthode  très  simple  le  problème 
général  suivant  : 

L  —  Étant  donnés  trois  couples  de  points  Aj  et  B^,  Aj  et  B^, 
A3  et  B3,  trouver  deux  points  P  et  Q,  connaissant  les  nombres 
Wj  et  ).j  et  deux  quelconques  des  quatre  autres  nombres  m.,  et  X^, 
0)3  et  /.j.  —  Chacun  des  couples  peut  se  réduire  à  un  point  double 
et  les  deux  couples  A^  et  Bg,  A3  et  B3  peuvent  être  confondus. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  construisons  le  triangle  B^Qx^,, 
semblable  au  triangle  AjPA^  et  semblablement  orienté.  L'angle 
des  droites  A^A.^  et  Bia,  est  égal  à  tOj  et  le  rapport  des  longueurs 
AjA^  et  Bja^  est  égal  à  Xj.  La  position  du  point  a^  est  donc 
connue.  Il  y  a  quatre  positions  du  point  a.^. 


=  X. 

=  >^.; 

B.Q- 
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La  droite  a.Q  fait  avec  la  droite  AgP  l'angle  ojj  ;  d'ailleurs,  la 
droite  B^,Q  fait  avec  celte  même  droite  l'angle  w^.  Donc,  l'un  des 
angles  6^  des  deux  droites  a^Q  et  B^Q  est  égal  à  la  somme  ou  à  la 
différence  des  angles  Wj  et  to^,. 

D'autre  part,  on  a 

A,P 

Mais 


par  suite 


De  même,  construisons  le  triangle  B^Q^-^,  semblable  au  triangle 
AjPA.j  et  semblablement  orienté.  L'angle  O.,  des  droites  ol^Q  et 
B3Q  est  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  angles  Wj  et  Wg,  et 
l'on  a 

Il  y  a  quatre  positions  du  point  a.^  ;  mais,  à  une  position  du 
point  a^,  correspond  une  seule  position  du  point  a^. 

On  voit  ainsi  que  si  les  deux  nombres  i»^  et  l^  et  si  deux  des 
quatre  nombres  w.^,  X^,  o>3,  X3  sont  connus,  deux  des  nombres 
0^,  O3,  p^,  p^  le  sont  aussi.  Un  lieu  de  Q,  si  l'un  des  deux  nombres 
0^  et  0^  est  donné,  se  compose  de  deux  circonférences  passant  par 
les  points  Bo  et  a^  ou  B^  ou  a,,  et,  si  c'est  l'un  des  deux  autres, 
d'une  circonférence.  Le  point  Q  s'obtient  en  définitive  par  l'in- 
tersection de  deux  circonférences.  On  déduit  bien  facilement  la 
position  du  j)oint  P  de  celle  du  point  Q.  Remarquons  que  tout 
j)oint  (J,  ainsi  obtenu,  n'est  pas  nécessairement  une  solution  du 
problème. 

Un  autre  problème  général  est  le  suivant  : 

IL  —  Étant  donnés  deux  couples  de  points  A,,Bp  et  Aj.Bj, 
trouver  deux  points  P  et  O,  connaissant  les  nombres  c»,  et  À,, 
Vun  des  nombres  Wj  et  X^  et  sachant  que  lepoint  Q  est  sur  une 
ligne  donnée. 

On  connaît  encore  dans  ce  [)roblèuie  l'un  des  deux  nombres  6^ 
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et  P2  et  ainsi  un  second  lieu  du  point  Q  qui  se  compose  ou  d'une 
circonférence  ou  de  deux  circonférences. 

Voici  des  cas  particuliers  qui  ont  déjà  été  traités  par  divers 
auteurs. 

1°  Supposons  que  les  points  A^,  Bj  soient  confondus  en  un 
point  0  et  que  la  ligne  qui  contient  le  point  Q  soit  une  circonfé- 
rence, ayant  le  point  0  pour  centre.  Nous  avons  alors  les  deux 
problèmes  suivants  : 

On  donne  deux  points  A^  et  B,.  Un  triangle  OPQ  tourne  au- 
tour de  son  sommet  0  fixe,  et  l'on  demande  de  j)lcicer  ce  triangle 
de  façon  que  Vanr/le  des  droites  PAj  et  QBj  soit  égal  à  un  angle 
donné  ou  de  façon  que  le  rapport  des  longueurs  PAj  et  QBj  soit 
égal  à  un  rapport  donné.  Ce  sont  les  deux  problèmes  dont 
M.  Girardville  a  donné,  ici  même,  en  juillet  1893,  une  solution. 

2°  Supposons  que  le  point  P  soit  assujetti  à  être  sur  une  droite 
passant  par  A^.  Alors  Q  est  sur  une  droite  connue  passant  par  B^. 
Supposons,  d'autre  part,  que  les  points  A^  et  B^  soient  confondus 
en  un  point  0.  On  a  alors  le  problème  suivant  qui  constitue  la 
question  2477  du  journal  de  M.  Vuibert  (année  1890): 

On  donne  nn  angle  et  deux poiiits  Aj  et  Bj  sur  les  deux  côtés 
de  cet  angle.  Placer  un  segment  PQ  limité  aux  côtés  de  Vangle, 

A  P  ,        . 

de  façon  que  le  rapport  j^-pr  soit  égal  à  une  quantité  donnée  et 

que  V angle  sous  lequel  on  le  voit,  d'un  point  donné  0,  soil  égal  à 
un  angle  donné. 

3*^  Supposons  enfin  que  Ai  et  Bj  soient  confondus  en  un  point 
0  et  que  P  soit  assujetti  à  être  sur  une  droite  passant  par  ce 
point.  Alors  Q  est  assujetti  à  être  aussi  sur  une  autre  droite  con- 
nue, passant  par  0,  et  l'on  a  l'énoncé  de  la  question  2  494  du 
même  journal  (année  1890)  : 

On  domie  un  angle  et  deux  points  Aj  et  B^  dans  son  plan. 
Trouver  un  segment  PQ  de  direction  donnée,  limité  aur  côtés 
de  l'angle,  et  tel  que  V angle  des  droites  A^,P  et  B,Q  soit  égal  à 
un  angle  donné. 
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RELATIONS  METRIQUES 

ET   TRIGOXOMÉTRIQUES 

ENTRE   LES   ELEMENTS    LINEAIRES    ET    ANGULAIRES 

DU    QUADRILATÈRE    INSCRIT    COMPLET 

Par  M.  Lecocff,  ancien  professeur  au  Lycc'e  d'Avignon. 


1.  —  On  ne  peut  contester  l'avantage  d'un  recueil  de  formules 
relatives  au  triangle,  donnant,  en  fonction  de  ses  cùlés,  les  divers 
éléments  qui  en  dépendent,  tels  que  :  hauteurs,  bissectrices,  mé- 
dianes, rayons  des  cercles  inscrit,  circonscrit,  ex-inscrits...,  etc. 

Dans  le  même  ordre  d'idées,  il  a  paru  intéressant  et  utile  de 
rassembler  les  formules  relatives  au  quadrilatère  inscrit.  On  a  été 
très  sobre  d'explications,  et,  le  plus  souvent,  on  n'a  fait  qu'in- 
diquer la  marche  suivie  pour  les  établir,  afin  de  ne  pas  soustraire 
au  lecteur  le  plus  clair  de  son  bé- 
néfice, celui  de  les  calculer  lui- 
même. 

Pour  éviter  des  répétitions  inu- 
tiles, on  a  complété  parfois  des 
séries  de  formules  par  l'adjonction 
de  résultats  ultérieurement  justi- 
fiés; une  parenthèse  et  un  renvoi  _b/^  ,'  \;jl 
servent,  en  ce  cas,  d'indication. 

Le  quadrilatère  ABCI)  sera  com- 
plété par  les  points  de  rencontre 
des  cùlés  opposés,  et  par  la  troi-. 
sième  diagonale  SQ. 

On  posera  : 


AB  =  «, 
BC  =6, 
CD  =c, 


a  H-  /,*  -)-  c  H-  <■?  =  lit, 
—  a  H-  />  4-  c  -f-  0?  =^  2(^5  —  a), 
a  —  A  -i-  c  -+-  rf  =  2(p  —  h), 
a  -\-  h  —  c  4-  f^  =  i{p  —  c). 
a  -\-  h  -\-  c  —  d  =^  •>.[;p  —  f/), 
1. 
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BD  =  n, 

SQ  =  y., 


h'-  z^ah  -\-  cd, 
k-  =:ac  -\-  bd, 
l-=znd  -+-  hc, 


d'où 


{d 


h2-^k'-  =  {a-i-d){h  -hc), 
h'  —  k'  =  la  —  d){b  —  c), 
r-  +A-2z=(a  -\-h){d-^-c), 
l-  -t-  k-  =  (a  —  h)  {d  —  c), 
l^  -i-  /t2  =^  («  _i_  c)  (rf  +  h), 
l'  —h'-  =  {a  —  c)(d—b), 


R,  rayon  du  cercle  circonscrit  ; 

S,  surface  du  quadrilatère  ; 

f,  la  ligne  qui  joint  les  milieux  des  diagonales. 

Les  autres  éléments  seront  désignés  dans  la  suite,  suivant  leur 
ordre  d'introduction. 

Nota.  —  Les  angles  A,  B,  C,  D,  S,  Q  sont  les  angles  intérieurs 
du  quadrilatère  et  T  désigne  l'angle  AID. 

0  centre  du  cercle  circonscrit  U  ^  SOQ. 

Les  figures  sont  établies  dans  les  hypothèses 

a  >  c,        d  ^  b,        et        e  >  o. 

Incidemment,  on  vérifiera  les  formules,  en  leur  faisant  ex- 
primer les  résultats  géométriques  connus  sur  les  quadrilatères, 
propriétés  qui  figurent  dans  les  traités  de  géométrie,  ou  dans  les 
exercices  qui  y  sont  proposés. 

Cette  monographie  n'est  qu'une  sorte  de  statistique  de  formules 
relatives  au  quadrilatère  inscrit  complet. 

2.  —  Problème.  Déterminer  la  relation  qui  existe  e?ilre  les 
troisièmes  côtés  de  deux  triangles  qui 
ont  un  angle  commun,  en  fonction 
des  cotés  qui  comprennent  cet  angle. 
Soit  A  l'angle  commun  aux  deux 
triangles  AMN  et  \mn. 
Posons  : 

AM  =  B, 
Km  =  b, 
MN  =  A, 

abaissons  les  perpendiculaires  MQ  et  mP  ;  on  a 
A^  =  B2  +  C-  —  'iC  X  AQ 


b-  H-  c-  —  2c  X  AP 


d'ailleurs  :      -r— .  := 


AN  = 

G, 

AN  = 

c. 

mn  =: 

-.  o; 

AQ 
Ai^' 

B 

"  b 

JOURNAL    DE    MATHEMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES  It 

d'où,  eu  éliminant  AP  et  AQ, 

hc^'  —  BCo^'  =  {m  —  Ce)  (Bc  —  Ci). 

Corollaire.  —  Si  les  droites  MN  et  mji  sont  ou  parallèles  ou 

anti-parallèles,  le    second   membre  est  nul,  et   l'on   a,  dans  ce 

cas, 

hc\^  =  BCo^. 

Observation.  —  Si  les  côtés  B,C  et  h,  c  de  deux  triangles  com- 
prennent des  angles  supplémentaires,  la  relation  des  troisièmes 
côtés  devient 

br\-  +  BGo-  =  (B6  -h  Ce)  (13c  -t-  Q.b). 

Ajrplicalion  {fi(j.  i). — Celle  dernière  formule  appliquée  aux 
couples  d'angles  supplémentaires  B  et  D  ou  A  et  C,  donne  : 

:  h-m-  =  k^l-, 

1^)1^    =z  k^h-  ; 
d'où 


mn 


.       VI  l^ 

n        h'  ' 


3.  —  PuoiiLKME.  Connaissant  les  côtés  de  deux  triangles  ABC 
et  ADC  situés  de  jjart  et  d'autre  du  côté  commun  AC,  calculer  la 
distance  BD. 

Soient  a,  b,  c,  d,  les  côtés  du 
quadrilatère  considéré  ABCD  et 
m,  n  ses  diagonales  ;  abaissons  les 
perpendiculaires  DP  et  BQ  sur  AC. 
On  a  : 

d-  -+-  m-  —  c- 


AP  = 

eu 


2m 
b-  -I-  ?n-  - 
2m 


d'où 


Kitr. 


PU  = 


n-  -t-  c-  —  b' 


d' 


,        ij^.2        /aABC 
fi^  =  PO    -h     


m 


et 


/\ni-?i'- 


{a^ 


2in 

-  -i- 

îADCy_ 
m    1 

=  P0' 

_^  4(ABCD)^ 

m- 

•  -\-  c 

'-  —  //-  - 

-  '0'  - 

-  iC.S-, 

S  désignant  l'airo  du  quadrilatère. 
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Application.  —  Soit  :  nm  =  ac  -h  bel,  on  trouvera  : 
i6S-  =  Mac  -i-  hdf  —  (a^  +  c^  _  h'-  _  d'^f 
=  1 6(p  —  a)  (p  —  h)  [p  —  c)  (p  —  cl). 

4.  —  Théorème  de  Ptolèmée.  —  Prenons  AE  ==  CD  et  menons 
EF  parallèle  à  AD  jusqu'à  la  diagonale  AC. 

Le  triangle  AEF  est  égal  à  BCD  ;  achevons  le  parallélogramme 

AEFL  et  faisons  l'angle  BGG=ÂCD. 

,'-''       7\^'-  Prenons   aussi    FN  =r  BG  ;  on  aura 

/'  /  \    \^,         AN  =DG  et  menons  LiM  parallèle  à  EN. 

/  /      GrV .— ^C         Les  triangles  FEN  et  AEN  sont  res- 

,'  /\^    /^^l  \     pectivement  égaux  à  BGG  et  DCG  ;    les 

\  /      à^  y    /  ;     quadrilatères  EBCN  et  LDMG  sont  ins- 

\       /^/^"n      /  \//'       criptibles,  et  l'on  en  déduit  : 

À.'*z^ iTT^  ^c  =  wAN, 

"^^ '''  hd  =  mAM  ; 

^'"^'^  d'où 

ac  -i-  bd  r=  w?(AM  +  AN)  =  în(BG  -F  GD)  .-=  mn. 

5.  —  Dislances,  aux  quatre  sommets,  du  point  de  rencontre  I 
des  diagonales. 

On  mènera  par  I  des  parallèles  à  DA  et  BA  et  l'on  obtiendra 

IA_IB_IG^ID^^ 

ad        ha^^  cb        de       hV 

Soient  II  et  K  les  milieux  des  diagonales,  on  trouve 

„^ m{ad  —  hc)        ... n{cd- —  ali)  _ 

il-  ih- 

,,   ,  »,       ac(d~  —  h'^f  4-  hd[a~  —  c-)' 

a  ou  /    =  — ^ ï — . 

'  f^ïrl- 

On  trouvera  aussi  : 

îÂ^  +  TB"^  +  k:  +  td^  =  ;^^(«^  +  ^)(c^^  +  ^>^) 

ef,  pour  calculer  deux  côtés  opposés,  en  fonction  des  deux  autres 
et  des  diagonales, on  a  les  formules  : 

2 {nin  —  hd)  (bn  —  dm)  , [mn  —  bd)  {bm  —  d>i) 

b?n  —  dn  '  bn  —  dm  ' 

[A  suivre). 
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SUR  Ui\E  DIFFICULTE 

DANS   LA    DISCUSSION   DES    INEGALITES 
Par  M.  Elgé. 


Lorsqu'une  inégalité 

(i)  /"(a,  h,  c,'...)>  0, 

a  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  lettres  a,  h, 
c,  ...  ;  si  l'une  d'elles  entre  au  second  degré  dans  f{a,  b,  c,  ...), 
la  méthode  élémentaire,  indiquée  partout,  peut  se  résumer 
ainsi. 

Ayant  posé 

f{a,  b,  c,  ...)  =  Aa-  -i-  2Ba  4-C, 

on  observe  que  le  trinôme  en  a  doit  rester  invariable  de  signe; 
son  discriminant  AG  —  B-  doit  donc  être  positif  quelles  que 
soient  les  valeurs  de  b,  c,  ...  ;  c'est  une  première  vérification  qui 
doit  être  faite  tout  d'abord.  Puis,  le  signe  étant  invariable,  il 
reste  à  reconnaître  que  A  est  toujours  positif.  On  est  ainsi  ramené 
à  discuter  les  deux  inégalités 

AC  —  B^  >  (), 
A>o; 

si  celles-ci  sont  vérifiées  pour  toutes  les  valeurs  des  paramètres 
b,  c,  ...  ;  alors  (i)  est  une  inégalité  démontrée, 

I>a  difficulté  que  nous  voulons  signaler,  difficulté  qui  se  pré- 
sente assez  fréquemment,  lient  aux  restrictions  que  l'on  doit 
faire,  dans  certains  cas,  sur  les  valeurs  attribuées  aux  lettres. 

Prenons  un  exemple,  pour  mieux  préciser  cette  difficulté. 

Ofi  propose  de  démontrer  que  pour  toutes  les  valeurs  posi- 
tives de  a,  b,  c,  on  a  (*) 

(i)  Sabc  <(a  -+-  b)  {b  +  c)  (c  +  a). 

(')  Nouvelle  correspondance  mat/trmatiqtte,  i88o,  p.  i.'|0.  On  peut  aussi 
déduire  la  propriété  en  question  de  l'identité 

8abc  +  a{b  —  c)2  +  b(c  -  a)2  -f  c(a  —  i)2  z^:  (a  +  b)  {b  +  c)  (c  +  a), 
facile  à  vérifier. 
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Cette  inégalité  s'établit  sans  difficulté  en  observant  (lac.  cit.), 
que  l'on  a 

,—r    ^  a  -\-  h 


2 

v/3^<- 

-h  c 

2 

\'m  <  - 

-h  a 

et,  par  suite, 

abc  <  (r^  +  f^)  {b  +  c)  (c  -t-  ^.) . 
8 

La  démonstration  suppose  que  a,  b,  c  représentent  trois  quan- 
tités positives;  les  inégalités  qui  lui  servent  de  base  ne  sont 
exactes,  en  effet,  que  dans  cette  hypotlièse. 

Mais,  sans  utiliser  la  considération  que  nous  venons  de  rap- 
peler, considération  qui  conduit  au  résultat  cherché  par  une  voie 
rapide  et  élégante,  supposons  qu'on,  veuille  faire  la  discussion  de 
l'inégalité  (i),  par  la  méthode  classique,  résumée  au  §  1. 

Nous  serons  alors  conduit  aux  calculs  suivants. 

L'inégalité  (i)  peut  s'écrire  : 

(2)  a-{b  4-  c)  H-  a{b^  -4-  c-  —  6ic)  -\-  bc{b  +  c)  >  0. 
Le  discriminant  A  du  trinôme,  est 

A  =  — (02  +  c^  —  bcy  -1-  AH^  4-  c). 

On  a,  d'ailleurs,  par  une  transformation  facile, 

(3)  A  =  —(b'  —  libc  H-  c^)  (6  —  cy. 

Cette  quantité  A  n'est  pas  toujours  positive;  le  premier 
membre  de  (2)  n'est  donc  pas  toujours  d'un  signe  invariable. 

On  observera  d'abord,  pour  établir  que^  l'inégalité  (1)  a  lieu 
pour  les  valeurs  positives  de  a,  b,  c,  que  le  coefficient  de  a-,  la 
quantité  6  4-  c,  est  positive. 

Le  théorème  en  question  sera  donc  démontré  si,  dans  la  même 
hypothèse,  a,  b,  c  positifs,  on  fait  voir  que  A  est  positif.  Si  les  ra- 
cines de  l'équation  en  a 

(4)  a-(b  -i-  c)  -\-  a{b-  -h  c-  —  6^c)  4-  bc{b  -h  c)  =  0 

sont  imaginaires,  A  est  certainement  positif  ;  mais  nous  suppo- 
sons, au  contraire,  qu'elles  sont  réelles  ei  positives.  Le  produit 
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est  positif  et  égal  à  bc;  la  somme  est 

66c  —  ¥  —  c^ . 


elle  doit  être  positive.    Le   dénominateur  étant  positif,  on  doit 

avoir 

(jbc  —  b-  —  c-  >■  0. 

En  supposant  que  cette  condition  soit  remj)lie,  que  b,  c  varient 
arbitrairement^  mais  par  valeurs  positives,  on  a,  a  forlio)-/' 

b-  +  c-  <<  libc. 

Ainsi  A  est  positif  et,  par  suite,  les  racines  de  (4)  sont  imagi- 
naires. L'inégalité  (2)  se  trouve  ainsi  vérifiée;  mais  pour  les  va- 
leurs positives  de  a,  b,  c,  uniquement. 

SECONDE  NOTE 

SUR    LES    CERCLES    RADICAUX    ET    AXTI-RADIGAUX 
Par  M.  Juan  J.  Duran-Loriga 

Commandant  d'Artillerie  ù  la  (loroirne. 


Dans  l'article  précédent  (*),  nous  avons  considéré  la  circon- 
férence radicale  comme  le  lieu  géométrique  des  points  tels  que 
leurs  puissances  par  rapport  à  deux  cercles  fixes  (0)  et  (0)  soient 
égales  et  de  signes  contraires;  nous  avons  vu  que  le  susdit  cercle 
a  pour  centre  le  milieu  du  segment  qui  joint  les  centres  des  cir- 
conférences en  question,  et  que  son  rayon  p  était  donné  par  la  for- 
mule 

1 


v'2(R-  +  1V-)— (^•. 


On  com[)rend  bien  la  })Ossibilité  de  résoudre  le  problrmo  in- 
verse, c'est-à-dire,  étant  données  deux  circonférences  (0)  et  (0), 
trouver  une  autre  circonférence  qui,  jointe  à  (0),  ait  pour  cir- 
conférence radicale  (p)que  nous  appelons  circonférence  an(i-radi- 
cale  de  {0)  par  rapport  à  (0);  mais  avant  d'entrer  dans  cette 
investigation,  nous  amplifierons  un  peu  ce  que  nous  avons  dit  par 
rapport  aux  circonférences  radicales  dans  l'étude  précitée. 

C)  Voyez  J.  E.  iHcjfi,  p.  78. 
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Il  faut  remarquer,  d'abord,  que  les  deux  circonférences  données 
et  la  circonférence  radicale  faisant  partie  d'un  faisceau  de  cercles, 
étant  posé  que  les  trois  circonférences  appartiennent  à  un  sys- 
tème coaxial,  elles  auront  les  propriétés  de  ces  systèmes  et  l'on 
pourrait  faire  dériver  leur  élude  de  la  géométrie  projeclive,  bien 
que  nous  ayions  voulu  la  présenter  sous  une  forme  plus  élémen- 
taire. 

La  considération  de  circonférences  radicales  nous  permet  la 
discussion  des  rapports  des  coefficients  pour  que  deux  circon- 
férences soient  orthogonales,  prenant  comme  fondement,  que  si 
deux  cercles  sont  orthogonaux,  la  circonférence  radicale  passe 
par  leurs  centres  et  réciproquement .  On  vérifiera  donc  dans  le 
cas  d'orthogonal ité  celle  condition  nécessaire  et  suffisante,  que 
les  coordonnées  du  centre  d'un  des  cercles  vérifient  l'équation  du 
cercle  radical. 

Soient  les  équations  des  cercles  orthogonaux 

o:^  H-  y-  -|-  2kx  -i-'aB?/  -i-  C  =  0, 
x^  H-  i/  -+-  iP^x  +  lE'y  H-  C  =  0  ; 

le  cercle  radical  a  pour  équation 

'i{x'-  -+-  if)  +  2(A  -+-  k')x  +  2(B  +  B>  +  G  +  C  =  0, 

les  coordonnées  du  centre  d'un  des  cercles,  (par  exemple,  du  pre- 
mier) sont  :  —  A  et  —  B,  et  par  suite  on  a 

2(A2  +  W)  —  2(A  +  A') A  —  2(B  +  B')B  -+-  C  +  C  =  o, 

qui  se  réduit  à  la  relation  connue 

2(AA'  +  BB')  =  G  +  G'. 

Lorsque  les  équations  des  cercles  sont  écrites  en  coordonnées 
barycen  triques,  ce  procédé  permettra  facilement  "de  rechercher  si 
deux  cercles  sont  orthogonaux,  surtout  quand  on  connait  a  p)'io>'i 
les  coordonnées  du  centre  d'un  des  susdits  cercles.  Proposons- 
nous  par  exemple,  de  démontrer  que  le  cercle  de  Longchamps 
(voyez  J.  S.,  i886  p.  5;)  est  orthogonal  par  rapport  aux  cercles 
potentiels.  Nous  appelons  cercles  potentiels  ceux  qui  sont  décrits 
des  milieux  des  côtés  comme  centres  avec  des  rayons  égaux  aux 
médianes  correspondantes  (voyez  P.  M.  vol.  v,  p.  70),  nous  avons 
en  effet  : 


JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES  17 

Équation  du  cercle  de  Longchamps 

(a  +  p  +  y)  {a'-x  4-  6-?  -+■  c^y)  —  a"-?Y  —  ^^'^Y  —  <^'^?  =  "• 

Équation  du  cercle  jiotentiel  (?«) 

—  p„  (a  +  p  +  y)  (P  +  y)  —  "-'h  —  *'^ï  —  c^«?  =  «• 

Équation  du  cercle  radical 

(a+p+Y)(a2a+J2^4-c-Y— i)„p— ;vr)  — 2(«'?Y  +  ^'^YH-c'a?)  =  o. 

Nous  avons  appelé  p,j  la  quantité 

b-  -+-  c-  —  a~ 

2 

Comme  le  centre  de  (Pa)  est  le  milieu  du  côté  a,  ses  coor- 
données barycentriques  sont  représentées  par  ce  =  o  et  ^  =  -{,  ei 
par  conséquent 

2^(6^^  +  c-fl  —  2p„3)  —  2a'-p  ■=  0,  etc.,  etc. 

Si  l'une  des  circonférences  se  réduit  à  un  cercle-point,  la  cir- 
conférence radicale  aura  pour  rayon 

p  =  -  \/ 2{\-  —  d- 

et  lorsque  les  deux  cercles  restent  réduits  à  des  cercles-points, 
la  circonférence  radicale  sera  toujours  imaginaire  et  aura  pour 
rayon 

d    I— 

11  faut  observer  que  l'on  peut  généraliser  la  notion  de  cercle 
radical  lorsque  le  rapport  des  puissances  a  une  valeur  —  . 

Tous  les  cercles  ainsi  obtenus  font  partie  d'un  faisceau  de 
cercles  ayant  beaucoup  de  propriétés  communes. 

Le  Ibéorème  classique  :  si  Von  a  trois  cercles  et  qu'on  les 
combine  deux  à  deux,  l'a-ce  radical  des  circonférences  radi- 
cales de  deux  groupes  l'est  dn  troisième,  sera  également  évi- 
dent quoique  la  notion  de  cercle  radical  soit  généralisée  et  par 
conséquent  : 

Si  Von  a  trois  circonféreyices  et  que  Von  trace  les  radicales 
de  deux  groupes,  quel  que  soit  le  rapport  des  puissances,  tous  ces 
cercles  font  partie  du  même  faisceau. 


18  JOURNAL    DE    MATHEMATIQUES    ELEMENTAIRES 

Nous  dirons  finalement,  que  l'on  peut  étendre  la  notion  de 
cercle  radical  aux  sphères  et  aux  cercles  tracés  sur  une  surface 
sphérique.  {A  suivre). 

NOTICE  HISTORIQUE 

SUR    LA    GÉOMÉTRIE    DE    LA    MESURE 
Par  M.  Aubry 

(Suite,  voir  1896,  page  271) 

SECONDE    MÉTHODE    d'aRGHIMÈDE 


Cette  méthode,  qui  a  été  appelée  par  échelons,  a  servi  à 
Archimède  à  mesurer  les  conoïdes,  les  sphéroïdes  et  l'hélice  (*). 
Elle  consiste  principalement  à  diviser  la  surface,  ou  le  corps  à  me- 
surer, par  des  droites  ou  des  plans  parallèles  et  équidistants  et 
à  construire  sur  chaque  section,  comme  base,  deux  rectangles  ou 
prismes,  l'un  inscrit  à  la  figure,  l'autre  circonscrit.  Si  l'on  connaît 
la  loi  qui  régit  la  grandeur  des  sections,  en  fonction  de  leur  dis- 
tance à  la  base  inférieure,  en  additionnant  les  deux  séries  de  rec- 
tangles ou  de  prismes,  on  aura  deux  limites  de  la  grandeur 
cherchée,  l'une  en  dessus,  l'autre  en  dessous.  La  différence  de  ces 
deux  limites  peut  devenir  aussi  petite  qu'on  veut,  en  augmentant 
le  nombre  des  sections;  pourvu  toutefois  que  celles-ci  soient  tou- 
jours croissantes  ou  toujours  décroissantes,  de  la  base  au  sommet. 
Donc,  si  l'on  sait  trouver  la  somme  des  sections  équidistantes  et  la 
limite  vers  laquelle  tend  cette  somme,  on  aura,  par  là  même,  la 
surface  ou  le  volume  cherché. 

Archimède  n'applique  pas  cette  méthode  aux  surfaces,  mais 
cette  extension  est  si  naturelle  qu'on  peut  la  considérer  comme 
s'étant  présentée  en  même  temps  à  l'auteur  de  la  méthode.  H  en 
a  donné  une  autre  extension  à  la  quadrature  des  courbes  déter- 
minées par  une  relation  entre  leurs  coordonnées  polaires.  Nous  en 
parlerons  plus  loin. 

Le  principe  de  la  première  méthode  d'Archimède  n'était  en 
somme  qu'un  théorème  sur  les  limites  et  les  ingénieuses  applica- 
tions qu'il  en  a  faites  ne  pouvaient  guère  suggérer  une  méthode 

(*)  Il  nomme  ainsi  ce  que  nous  appelons  aujourd'hui  paraboloïde  et  hy- 
perboloïde  de  révolution,  ellipsoïde  de  révolution  ^i  spirale  d'Archimède. 
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générale.  La  seconde,  au  contraire,  est  éminemment  suggestive  : 
elle  devait  conduire  à  la  conception  de  la  géométrie  analytique  — 
par  la  représentation  graphique  des  valeurs  d'une  fonction  con- 
tinue au  moyen  d'abscisses  et  d'ordonnées,  —  quand  les  idées  se 
furent  tournées  vers  l'analyse  et  qu'on  se  fut  atlaché  à  perfec- 
tionner le  calcul  algébrique.  Elle  est  l'origine  immédiate  du  calcul 
intégral.  Aussi,  à  cause  de  sa  fécondité,  a-t-elle  été  plus  prisée  et 
plus  étudiée  que  la  première,  qui  néanmoins  est  beaucoup  plus 
remarquable  encore,  à  cause  de  la  plus  grande  difûcullé  du  sujet 
et  des  moyens  simples  et  variés  qu'il  y  met  en  jeu. 

Voici  un  extrait  de  son  traité  des  conoïdes  et  des  sphéroïdes. 

I.  —  Considérons  un  nombre  quelconque  de  quantités  se  sur- 
passant également  d'une  quantité  égale  à  la  plus  petite  :  la  plus 
grande,  répétée  un  même  nombre  de  fuis  est  plus  petite  que  le 
double  de  la  somme  de  ces  quantités  et  plus  grayide  que  le  double 
de  ces  mêmes  quantités  sauf 
la  plus  grand.e. 

III.  —  Les  côtés  des  carrés 
B,  l\...  (fîg.  iii)  se  sicrpas- 
sant  également  d'une  lon- 
gueur égale  à  celle  du  plus 
petit,  ajoutons-y  des  rec- 
tangles de  mêmes  bases  que 
ces  carrés  et  d'une  hauteur 
égale  A.  Considérons  un  nombre  égal  de  rectangles  aijdnt  la 
hauteur  partagée  en  quatre  parties  e.  1,  K,  A,  telles  que 

B  =  I  :=  — ,  K  =  -  =  «■ .  «e  rappo)-t j jv est  com- 

pris  1°  entre  celui  de  la  surface  de-la  seconde  figure  à  celle  de  la 
première  et  a"  entre  celui  de  la  même  figure  et  la  première,  en 
retranchant  de  celle-ci  le  carré  M  et  le  rectangle  correspondant. 
Cet  énoncé  correspond  à  la  relation 
n{7ia  -+-  A) 


£ 

T 

A 

E 

k 

H 

A 

A 

A 

A 

A 

k 

e 

I 

K 

A 

Fig.  i4 


{a  -|-  A)  a  +  (2a  -h  A)  2a  -h  ...  -h  {na  -h  A)  Jia 


> 


na 


na 
T 


> 


n[na 


A) 


(a  -h  A)  a  H-  ...  -+-  [(«  —  1)  a  -t-  A](/i  —  1)  a 
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:  Nous  ne  rapporterons  pas  la  démonstration  d'Archimède  :  on 
peut  en  prendre  une  idée  J.  S.  1896,  p.  ii3,  où  nous  traitons, 
d'après  Archimède,  un  cas  particulier  de  la  précédente. 

(F.)  XXI.  —  Considérons  un  segment  de  conoïde,  ou  bien  un 
segment  de  sphéroïde  plus  x^etit  que  le  demi-sphéroïde  :  on  peut 
lui  inscrire  un  solide  et  lui  en  circonscrire  un  mitre  tels  que  leur 
différence  puisse  être  stqoposée  plus  joetite  qiCime  grandeur 
donnée  quelconque.  Soit  le  segment  ABr  {fig.  i5)  tournant  au- 
tour de  l'axe  Ba  ;  par  des  bissections  de  l'axe  Ba  répétées   un 

nombre  suffisant  de  fois,  on  pourra 
toujours  obtenir  une  série  de  cy- 
lindres extérieurs  et  une  autre  de 
cylindres  intérieurs,  comme  l'in- 
dique la  figure,  et  tels  que  la  dif- 
férence des  deux  solides  soit  dans 
la  condition  demandée,  puisque 
cette  différence  est  égale  à  celle 
des  deux  cylindres  ayant  pour 
rayons  AA  et  0P,  laquelle  peut 
évidemment  être  rendue  aussi  petite  qu'on  veut. 

Par  la  suite,  nous  désignerons  sous  le  nom  de  théorème 
d' Archimède  la  très  importante  pro- 
position que  nous  venons  de  rappor- 
ter, et  dont  la  généralisation  à  un 
solide  quelconque  est  immédiate, 
ainsi  que  son  analogue  pour  les  sur- 
faces. 

XXII.  —  Même  théorème  concer- 
nant un  conoïde  ou  sphéroïde  coupé 
obliquement  à  l'axe  {fig.  16. 


Fis-.  16 


XXlll.  —  Un  segment  quelconque  de  conoïde  rectangle  ou 
p)arnbolique  vaut  la  moitié  ^  du  cylindre  circonscrit.  Supposons 
le  segment  ^  '\i  :  circonscrivons  et  inscrivons  comme  dans  (F) 
deux  solides (fî.g.  17)  dont  la  différence  soit  plus  petite  que  l'excôs 
du  segment  sur  ^^,  a  fortiori,  le  solide  inscrit  sera  >  <^.  Or,  le 
cylindre  inscrit  correspondant   au  rectangle  î  Z,  par  exemple, 
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est  à  celui  produit  par  HZ  comme 


AT 

Fz' 


BZ 
BA 


AA 
UZ' 


Fig.  17 


Donc,  le  cylindre  total  circonscrit  au  segment  est  au  solide  in- 
scrit comme  la  somme  des  lon- 
gueurs IIE,PZ,..estàlasommedes 
longueurs  TE,  QZ,...  c'est-à-dire,  à 
cause  du  principe!,  plus  grand  que 
2.  Ainsi  ^"  serait  plus  grand  que  le 
solide  inscrit,  conclusion  contra- 
dictoire avec  ce  qu'on  a  supposé 
tout  à  l'heure. 

Supposons  le  segment  <;  U'  ;  on 
peut  supposer  que  l'excès  du  solide  circonscrit  sur  le  solide  inscrit 
est  inférieur  à  celui  de  W  sur  le  segment.  On  en  conclut  que  le 
solide  circonscrit  est  <[  ^F.  On  fera  voir,  comme  tout  à  l'heure,  que 
le  cylindre  inscrit  est  au  solide  circonscrit  comme  la  somme  des 
droites  AA,  IlE,  PZ,...  à  celle  des  droites  Aa,  TE,  OZ,...,  c'est-à- 
dire  >>  2.  Ainsi  on  aurait  V  plus  petit  que  le  solide  circonscrit,  ce 
qui  contredit  la  supposition. 

XXXI V.  —  Même  théorème  pour  un  segment  coupé  oblique- 
ment.] 

XXVll,  XXVlll,  XXIX.  —  Théorèmes  analogues  pour  les  seg- 
ments droits  ou  obliques  du  conoïde  obtus  angle  ou  hyberbolique 
et  du  sphéroïde.  La  démonstration  est  tout  à  fait  semblable  à  celle 
de  XXXill,  sauf  qu'elle  emploie  le  théorème  111  au  lieu  du 
théorème  I  (*). 


*  Il  y  aurait  lieu  de  s'étonnei"  qu'Arcliimède  n'ait  pas  employé  pour 
quarrer  la  parabole  le  théorème  1,  qui  menait  plus  naturellement  à  cette 
quadrature  qu'à  la  cubalure  du  paraboloïde,  si  on  ne  s'apercevait,  par  la 
lecture  de  ses  œuvres,  que  la  découverte  de  cette  quadrature  a  précédé 
celle  de  la  cubature  des  conoïdes.  Il  a  dû  la  découvrir,  fortuitement,  par 
la  statique,  essayer  d'appliquer  sa  méthode  aux  sections  coniques  et  ima- 
giner les  conoïdes  pour  lesquels  il  a  reconnu  le  besoin  de  nouvelles 
méthodes.  L'ordre  dans  lequel  ses  découvertes  ont  été  faites  —  ou  tout  au 
moins  divulguées,  —  parait  être  le  suivant  :  centres  de  gravité,  quadra- 
ture de  la  parabole,  cylindre  et  sphères,  hélices,  conoïdes  et  sphéroïdes. 
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Les  mêmes  principes  sont  employés  par  Archimède  pour  la 
mesure  de  l'hélice.  En  effet,  à  la  courbe  AD  {firj.  18),  menons 
des  rayons  OA.  OB,...  faisant  des  angles 
éffaux  entre  eux,  et  décrivons  les  arcs  cir- 
culaires  A^,  «B-,',  &Co,...  Si  la  courbe  ne 
coupe  qu'une  fois  chacun  de  ces  arcs,  la 
surface  du  secteur  AOD  est  comprise  entre 
celles  des  sommes  des  secteurs  circulaires 
AOp,  BOy,  COo  etaOB,  &0C,  cOD.  Or,  la 
différence  de  ces   deux  sommes,  qui  est  '^' 

égale  à  surf,  a^  —  surf,  co,  peut  être  rendue  aussi  petite  que 
possible,  en  bissectant  successivement  les  angles  en  0,  et  en 
répétant  la  même  opération. 

Dans  l'hélice,  les  rayons  sont  en  progression  arithmétique; 
par  suite,  les  secteurs  circulaires  représentent  les  carrés  des 
termes  de  cette  progression.  La  surface  de  l'hélice  s'obtiendra 
donc  à  l'aide  du  théorème  IlL  -  {A  suivre). 
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QUESTION  007 


Solution,  par  M.  Goyens 

On  donne  un  plan  et  un  point  0  fixes.  Par  0,  on  mène  un  plan 
arbitraire  et  une  perpendiculaire  à  ce  ptlan.  Sxir  cette  droite, 
on  prend  des  2-)oints  à  des  distances  de  0  égales  à  la  distance 
du  point  0  à  l'intersection  du  plan  arbitraire  et  du  plan  fixe. 
Quelle  est  la  surface  (S)  lieu  des  points  ainsi  obtenus,  lorsc/uon 
fait  varier  le  plan  arbitraire.  (Mannheim). 

Solution.  —  Soient  B  le  plan  fixe,  C  le  plan  arbitraire,   OP  la 

perpendiculaire  sur  B.  Le  plan 
MOP  est  perpendiculaire  aux 
plans  B  et  C,  donc  à  leur  inter- 
section ;  il  coupera  G  suivant  01 
perpendiculaire  à  cette  intersec- 
tion. Soit  MQ  perpendiculaire 
sur  OP. 

UOM  =  90»  —  POÎ  =  OIP. 
Donc  les  deux  triangles  rectangles  MOU  et  OPl  sont  égaux 
comme  ayant  l'hypoténuse  OM  =  01  et  un  angle  aigu  égal  ;  donc 
QM  ==  OP  =  constante.  Ainsi,  le  point  M  décrit  un  cylindre  droit 
ayant  QP  pour  axe  et  OP  pour  rayon. 

Nota.  —  Solutions   diverses   par   MM.    Droz-Farny;   Francis   Dauzats, 
soldat  au  Si*  de  ligne;  H.  L'Huillier. 
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QUESTrONS  PROPOSEES 


789.  —  Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  la  différence  d 
de  deux  cotés  J,  c,  les  longueurs  de  la  médiane  nia  et  :  soit  la  hau- 
teur //  relative  au  côté  a,  soit  le  rayon  r  du  cercle  inscrit. 

{A.  ScJiiojjpa  Monteiro). 

790.  —  Deux  circonférences  A, A'  se  coupent  aux  points  A,B, 
la  tangente  à  A,  en  A,  coupe  A'  en  C  ;  la  tangente  à  A',  en  ce 
même  point  A  coupe  A  en  D.  Soit  D'  le  symétrique  de  D  par  rap- 
port à  A.  Démontrer  que  la  circonférence  CAD'  a  son  centre  sur 
la  perpendiculaire  élevée  en  A,  à  AB.  {G.  L.) 

791.  —  On  considère  un  triangle  ABC;  soient  :  G  le  point  de 
Gergonne  correspondant  au  cercle  inscrit;  G„,Gb,Ge  ceux  des  cercles 
ex-inscrits. 

1°  La  droite  GG„  coupe  BC  en  A'  :  démontrer  que  A  A'  et  les 
droites  analogues  BB',CC'  concourent  au  point  réciproque  du 
centre  du  cercle  inscrit. 

2°  La  droite  G^G^  rencontre  BC  en  A";  le  point  A"  et  les  points 
analogues  B",C"  sont  en  ligne  droite.  {G.  L.) 

792.  —  On  considère,  sur  une  parabole  P,  un  point  A  tel  que  la 
normale  A,  en  ce  point,  soit  inclinée  de  4^°  sur  l'axe  de  P  ;  A  coupe 
Penun  second  point  B.  Soit  M  un  point  pris  arbitrairement  sur  A. 

1°  La  circonférence  décrite  sur  AM  comme  diamètre  coupe  la 
parabole,  abstraction  faite  de  A,  en  deux  points  C,D  situés  sur 
une  parallèle  à  A. 

2"  La  droite  CD  touche  la  circonférence  décrite  sur  MB  comme 
diamètre.  [G.  L.) 

Nota.  —  La  question  proposée  sous  le_n°  786  est  connue,  comme  nous 
le  fait  observer  M.  Boutin  :  Voyez  Bos  {Éléments  de  Trigonométrie  ruti- 
ligue,  2«  édition,  p.  176.) 


Le  Directeur-gérant, 

G.  DE  LOxNGCHAMPS. 


SAINT-AMAND    (cHEr),    —    IMPRIMERIE   SCIENTIFIQUE    ET   LITTÉBAIRE,    BUSSIÈHE   FRÈRES. 
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^[]\\  LEïS  CERCLES  BIÏANGE.NTS  AUX  CONIQUES 

Par  M.  A.Tissot 

{Suite,    1897,    page    3} 


CERCLES    BITANGENTS    A    CONTACTS    IMAGINAIRES 

32.  —  Reproduisons,  sur  la  figure  17,  les  tracés  et  la  notation 
de  la  (igure  2,  puis  Hj  étant  un  des  points  dont  nous  venons  de 
parler,  répétons,  en  parlant  de  Hi,  les  constructions  que  l'on  a 
eirecluét's  en  partant  de  II,  c'est-à-dire  menons  H^D,  perpendi- 
culaire à  la  tangente  arbitraire  TU;  marquons  Qj,  Hi,  Vi  et  ij, 
aux  points  où  elle  rencontre  MF,  MF',  MO  et  MP  ;  enfin,  de  V,, 
abaissons,  sur  l'axe,  la  pcrj)eudiculaire  V,K,,  rencontrant  MP  en 
1\  et  MU  en  Ui, 

Appelons  A  la  droite  UiVi,  et  F  le  cercle  qui  a  ))our  centre  llj, 
et  dont  les  nœuds,  par  rapport  à  TU,  sont  les  points  ()i,  q',.  Le 
rayon  de  ce  cercle  est  la  moyenne  proportionnel 'e  outre  H,Ui  et 
Hiû\  [7]  ;  sans  modifier  en  rien  un  raisonnement  qui  a  déjà  été 
employé  [18],  on  conclura  de  laque  ce  rayon  esl,  avec  la  moyenne 


pro|>orti(jnnello  entre    lliF   et    II, F,   dans   le   rapport   de   b  à  0. 

33.  —  Ues  lignes  OU,,  OK,,  ll,Ki  (fi(/.    17),  sont  proportion- 
nelles aux  lignes  MI,,  MP,,  1,1*1  ;  celles-ci  le  sont  aux  lignes  Ml, 

JOL'R.N.\L    DE    MATH.    lil.KM.     —    1H97.  2 


26 


JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES  ELEMENTAIRES 


MP,  IP,  car  le  rapport  deMIi  à  MI  et  celui  de  MPi  à  MP  sont  tous 
deux  égaux  au  rapport  de  MVj  à  MV.  D'un  autre  cùlé,  les  lignes 
iMI,  MP,  IP  sont  proportionnelles  à  OH,  OK,  IIK,  par  conséquent 
[22]  à  c"-,  a-,  b'-.  On  a  donc 


c- 

ôh; 


¥ 


OK, 


H.K, 


34.  —  Soit  S,  {fig.  17),  le  conjugué  harmonique  de  H,  par 
rapport  aux  foyers,  lequel  se  trouvera  situé  entre  F  et  le  sommet 
voisin  ;  le  premier  des  trois  rapports  ci-dessus  sera  égal  à  OS^  ; 
donc,  il  en  sera  de  même  du  second,  et  l'on  aura 

OK,  .  OS,  =  a-, 

ce  qui  prouve  que  la  droite  A  est  la  polaire  de  S,  par  rapport  au 
cercle  principal.  Elle  l'est  aussi  par  rapport  à  la  conique,  puisque 
la  conique  est  bitangenle  à  ce  cercle  et  qu'ils  ont,  pour  droite  des 

contacts,  l'axe  sur  lequel  se 
trouve  S,  [1].  Enfin,  elle  l'est 
par  rapport  au  cercle  T;  en  effet, 
menons  S,  G,  {ftg.  18)  tangente 
à  la  circonférence  de  diaiiiètre 
FF';  tirons  H, G,,  qui  sera  per- 
pendiculaire à  FF'  ;  tirons  aussi 
OG,.  Le  point  de  rencontre  de  A  avec  l'axe  étant  toujours  désigné 
par  K,,  on  aura  [33] 

H,K.=|;OH„ 

et,  dans  le  triangle  rectangle  OGjS,, 

îTg.' 


d'où 


H,S,  = 


^-2 


OH, 


h-^ 


n,K,.  H,Si  =    ~,  H, G,'  =  p  H, F.  H, F'  ; 


ainsi,  le  produit  des  distances  de  H,  à  S,  et  à  A  est  égal  au  carré 

de  rayon  de  Y  [32]  ;  A  est  donc  la  polaire  de  S,  par  rapport  à  r. 

Si  la  conique,  au  lieu  d'être  une  ellipse,  comme  le  suppose  la 

figure  18,  était  une  hyperbole,  la  démonstration  serait  la  même. 
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si  ce  n'esl  que  la  tangente  à  la  circonférence  de  diamètre  FF' 
devrait  être  menée  par  H,,  et  alors  S^G^  serait  perpendiculaire 
ù  FF'. 

35.  —  On  voit  que  les  cercles  r  et  les  droites  A,  définis  pro- 
visoirement au  moyen  d'une  tangente  à  la  conique,  ne  dépendent 
pas  de  celte  tangente,  et  possèdent  une  partie  des  propriétés  des 
cercles  bitangentsetdes  droites  des  contacts.  Pour  être  en  droit  de 
leur  attribuer  les  autres,  il  suffira  maintenant  de  leur  étendre 
celle  qui  nous  a  servi  de  point  de  départ,  c'est-à-dire  de  démontrer 
que  tout  point  de  A  a  même  polaire  par  rapport  à  r  et  à  la  conique. 

Les  lettres  déjà  employées  ayant  toujours  la  même  signification, 
soient  de  plus  Z,  (fig.  19),  un  point  quel- 
conque de  KjVi  ou  A,  et  Z,  l'intersection 
de  OZ,  avec  KV  ;  tirons  HZ  et  HjZ^  ;  ces 
deux  lignes  seront  parallèles,  puisque  les 
rapports  de  OH  à  OHj  et  de  OZ  à  OZj 
égalent  l'un  et  l'autre  celui  de  OV  à  OVj. 
Les  polaires  de  Z  et  Z^  par  rapport  à  la 
conique  sont  parallèles  parce  que  Z  et  Zj 
se  trouvent  sur  un  même  diamètre  ;  mais 
la  première  coïncide  avec  celle  de  Z  par 
rapport  au  cercle  bilangent  de  centre  H 
1 1],  laquelle  est  perpendiculaire  à  HZ  ; 
donc  la  polaire  de  Z^  par  rapport  à  la  co- 
nique est  perpendiculaire  à  H,Zi,  comme  celle  du  même  point  par 
rapport  à  r  ;  d'ailleurs  toutes  deux  passent  par  Sj,  puisque  Z,  est 
sur  A,  et  que  S,  est  le  pùle  de  A  par  rapport  à  r  et  par  rapport 
à  la  conique;  donc  elles  se  confondent. 

36.  —  La  proposition  qui  a  été.établie  [23]  sur  la  longueur  de 
la  corde  commune  à  une  conique  et  un  cercle  bitangent  n'a  plusde 
sens  lorsqu'il  s'agit  des  cercles  F.  Cependant,  pour  la  leur  rendre 
applicable,  il  suffit,  dans  l'énoncé,  de  substituer,  à  cette  longueur, 
celle  de  la  perspective,  prise  du  centre  de  la  conique  et  effectuée  sur 
la  tangente  au  sommet,  de  la  corde  que  la  conique  intercepte  sur 
la  polaire  du  contre  de  r  par  rapport  à  la  circonférence  des  foyers. 
Nous  entendons  ici,  par  circonférence  des  foyers,  celle  qui  est 
décrite  sur  la  distance  focale  coinnio  diamètre. 


Fi  g.  i<» 


2S 
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Soient  Si  {f<J.  20  et  21)  le  conjugé  harmonique  du  eeulre  de 
r  par  rapport  aux  foyers,  K^  celui  de  S,  par  rapport  aux  somniels 


A, A'.  Menons,  dans  le  cas  de  l'ellipse,  la  demi-corde  S,E  {fiy.  20) 
du  cercle  principal,  ainsi  que  la  tangente  K,E,  ou,  dans  le  cas  de 
l'hyperbole,  la  demi-corde  KjE  {fiy.  21)  et  la  tangente  S^E.  Pre- 
nons le  point  de  rencontre  1  de  la  conique  avec  la  perpendiculaire 
en  Sj  à  l'axe  AA',  puis  celui  J,  de  01  avec  la  tangente  en  A,  Il 
s'agit  de  démontrer  que  le  rapport  de  AJ  à  K^E  est  celui  de  h  à  a. 
On  a,  dans  les  deux  cas, 


AJ 


OA 

os; 


OE 

OSj 


SjE' 


car  les  deux  triangles  EKjSj,  OESj  sont  semblables;  il  vient  dun( 
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RjE 


SjE 
S.I 


or,  le  dernier  rapport  est  celui  de  h  à  a  |  23  j. 

37.  —  Le  rayon  de  r  diminue  à  mesure  que  le  centre  se  rap- 
proche du  foyer  ;  en  môme  temps  A  s'éloigne  du  sommet.  Quand 
lo  centre  atteint  le  foyer,  le  rayon  devient  nul,  et  A  se  trouve  être 
la  polaire  du  foyer  par  rapport  au  cercle  principal  et  par  rapport 
à  la  conique. 

Si  l'on  adopte  l'usage  habituellement  suivi  dans  des  cas  analo- 
gues, on  conservera  aux  cercles  r  le  nom  de  cercles  bilangcnla 
et  aux  droites  A  celui  de  droite  des  contacts  ;  seulement,  on  dira 
que  les  points  de  contact  de  ces  cercles  avec  la  conique  sont  ima- 
ii'inaires. 

Les  points  de  l'axe  que  nous  n'avons  j)as  encore  considérés  sont 
ceux  qui,  dans  l'ellipse,  se  trouvent  sur  les  prolongements  de  la 
ligne  des  foyers,  ou,  dans  l'hyperbole,  entre  les  deux  foyei's.  Ils 
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sont  aussi  les  centres  de  cercles  jouissant  de  propriétés  j>aiiicu- 
lières,  succeptibles  d'être  démontrées  géométriquement  ;  mais,  en 
ce  qui  les  concerne,  nous  nous  bornerons,  pour  le  moment,  à 
celte  indication. 

PROBLÈMES 

38.  —  Voici  les  énoncés  de  plusieurs  problèmes  auxquels  les 
propriétés  ci-dessus  établies  fournissent  des  solutions  géomé- 
triques. Actuellement,  comme  dans  tout  ce  qui  précède  depuis 
le  paragraphe  7,  il  ne  s'agit  encore  que  de  cercles  bitangents  de 
première  espèce,  à  contacts  réels  ou  imaginaires. 

Décrire  une  circonférence  hitangente  à  une  conique  donnée, 
connaissant  son  centre,  ou  son  rayon,  ou  l'un  de  ses  points,  ou 
l'une  de  ses  tangentes. 

Construire  les  éléments  d'une  conique  hitatigente  à  un  cercle 
domié,  connaissant  trois  points  de  la  courbe,  ou  deux  points  avec 
la  tangente  en  l'un  de  ces  points,  ou  deux  tangentes  avec  l'un 
des  points  de  contact,  ou  trois  tangentes. 

Construire  les  éléments  d'une  conique  bilangente  à  deux  cer- 
cles donnés,  connaissant  un  point  de  la  courbe,  ou  une  tangente. 

Construire   les   éléinents    d^unr    conique   bitangente   à  trois 

cercles  donnés. 

(A  suivre). 

SECONDE  NOTE 

SUR    LKS    CERCLKS    RADICAUX    ET    ANTI-RAUIGAUX 
Par  M.  Junn  J.  Diirnii-I.origa 

(Commandant  d'Arfillorie  à  la  (loron-iip. 
(Suite:   iS()-,  .voir  p.  i.'); 


II 

Passons  à  l'élude  de  ce  que  nous  avons  appelé  précédemmouf 
cercles  an li-rridiraur, 

l'étant  données  une  circonférence  i^^(.))  et  la  radicale  (p),  on  piMil 
déterminer  (0)  circonférence  anti  radicale  de  (0)  par  rapport  à 
(p).  En  prenant  une  dislance  pO'  =  Op,  on  obtiendra  son  centre 
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0'  ;  pour  calculer  son  rayon,  il  faut  déterminer  K'  d'après  la  for- 
mule qui  donne  la  valeur  de  p  ;  on  a  donc 


R'  =  v'2(o^  4-  d')  —  H-  ; 

si  nous  appelons  d  la  distance  Op. 

Pour  que  la  circonférence  (0')  soit  réelle,  on  doit  avoir 


En  supposant 

2(0-  +  d-)  —  R-  =  0, 

la  circonférence  anti-radicale  se  réduit  à  un  cercle  point. 
Etant  données  les  équations  de  deux  circonférences  (C)  et  (C  ) 

x^  -h  y-  +  2Xx  -t-  lEy  -i-  C  =  0, 
œ-  -h  y-  -h  ih-'x  H-  i^'y  -\-  QJ  =  0, 

la  circonférence  anti-radicale  de  (C)  par  rapport  à  (C)  est  repré- 
sentée par  : 

^2  _^  ^2  ^  2(^2^'  —  k)x  -^  2(28'  —  B)y  +  2C'  —  C  =  0. 
Quand  il  s'agit  de  coordonnées  barycentriques,  on  a 

(c)  (a  4-  !i  -t-  y)  {li'J.  -f-  v^  4-  N'y)  —  rt-^Y  —  h-yr(  —  c~'j.'i  =  0, 
(c')  (a  +  p  -t-  y)  {u'oi  -h  v'^  +  ?r'Y)  —  a-^-^'  —  b^:,-;  —  c^'ap  =  0, 
et,  pour  la  circonférence  anti-radicale  de  (C),  par  rapport  à  (C;, 
(-/-t-p-i-Y)|  (^ic — i/)x-i-(2y' — r)^4-(2ît)'— 2/5)y] — a'^p^(—b''a.'(—c-oi^=o. 

Lorsqu'une  des  circonférences  dégénère  en  cercle  point,  le 
rayon  de  la  circonférence  anti-radicale  de  (0)  par  rapport  à  un 
point  p  a  pour  valeur 

R'  =  s/id^  —  K^ , 

d  étant  la  dislance  Op  ;   son  centre,   sur  Op,  est  à  une  dislance 
00'  =  20p. 

La  circonférence  anti-radicale  sera  réelle,  réduile  à  un  point, 
ou  imaginaire,  selon  qu'on  supposera 

■>.d  =  Rv/i. 

Si  l'équalion  de  la  circonférence  est  : 

x'^  +  ?/-  H-  2A.r  4-  2B?/  4-  C  =  (), 
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a  et  b  étant  les  coordonnées  du  point  p,  on  aura  pour  équation 
de  la  circonférence  anti-radicale  de  (0)  par  rapport  à  p, 

ce-  -h  y-  —  2(2^  -h  A) .7;  —  2(20  H-  B)//  -i-  •i{a~  -!-  h-)  —  C  =  0. 

Lorsque  la  circonférence  a  son  centre  à  l'origine  et  que  le  point 
p  est  sur  l'axe  des  x,  à  une  distance  d,  l'équation  est  : 

X'-  -\-  y-  —  j\dx  -\-  2d'  +  R-  =  o. 

De  l'expression  donnant  la  valeur  du  rayon  H'  de  la  circonfé- 
rence anti-radicale,  nous  déduisons  : 

■i{l\'  -h  R'-)  =  0(y'. 

Il  en  résuie,  que  les  points  de  contact  des  tangentes  communes 
à  une  circonférence  et  son  anti-radicale  pur  rapport  à  un  point 
sont^  quatre  à  quatre,  sur  deux  droites  qui  coupent  la  ligne  00' 

R" 

eu  un   même  point  dont  la  dislance  à  0  est  égale  à  -j.  Ainsi,  ce 

point  est  le  pied  de  la  polaire;  de  p  par  rapport  à  (0).  De  plus,  ces 
droites  sont  inclinées  de  4")°  «ur  la  ligne  de  centres  et  les  tan- 
gentes menées  d'un  point  quelconque  de  ces  droites  aux  circonfé- 
rences (0)  et  (0')  sont  en  relation  harmonique. 

Enfin,  si  la  circonférence  (0)  reste  tixe  et  que  le  point  C  se 
meuve  sur  la  ligne  00',  l'enveloppe  des  cercles  anti-radicaux  est 
l'hyperbole  équilatère  correspondant  à  l'équation 

X-  —  y^  =  R^. 

Il  est  évident  que  toutes  les  circonférences  qui  passent  par  les 
points  II  et  K  où  l'anli-radicalo  (0)  coupe  la  ligne  de  centres, 
sont  aussi  anti-radicales  de  (0)  par  rapport  au  |)oint  p,  mais  nous 
appelons  iiarliculièrement  anti-rad-icale  celle  qui  a  son  centre 
sur  Op.  [A  suivre). 
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RELATIONS  MÉTRIQUES 

ET    TRIGONOMÉTRIQUES 

ENTRE   LES    ELEMENTS    LINEAIRES    ET    ANGULAIRES 

DU    QUADRILATÈRE    INSCRIT    COMPLET 

Par  M.  Lecoeq,  ancien  professeur  au  Lycée  d'Avignon. 
(Suite,  1897  ;  p,  9). 


6.  —  Longueurs  des  segmeyits  npjoarietiant  nu  pérùnèlre  du 
qtiadrilatère  complété. 


<vv  __      /-((  OR— _^^  r\r  ^'^'  on  ^^^ 


a'  —  c-  a'  —  c-  fl"  —  c'  a-  —  c- 

Expression  de  la  troisième  diagonale 
ac 


SQ  =  SA  X  SB  -h  QA  X  QU. 

Ainsi,  la  somme  des  puissances  des  points  S  et  Q,  par  rapport 
au  cercle  0,  est  égale  à  ;jl-.  A  l'aide  de  ces  expressions  et  du  théo- 
rème de  Ménélaûs,  on  vérifiera  facilement  que  chaque  diago- 
nale est  divisée  harmoniquement  par  les  deux  autres. 

7.  —  Réciproqueinent  ;  si,  dans  un  triangle  SAQ,  on  mène 
deux  droites  SD  et  QB  telles  que  : 

Wy  =  SA.SB  -^  QA.QD, 

le  quadrilatère  ABCD  est  inscriptible  (fig.  h). 

En  effet,  faisons  passer  une  circonférence  par  A,1J,S  qui  cou- 
pera SQ  en  un  point  P  tel  que  : 

QA.QD  =  QP.QS, 
il  en  résulte  : 

SA.SB  r^SP.SQ, 
et  les  quatre  points  A,H.P,Q  sont  aussi  sur  une  même  circonfé- 
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ronce.  Ou  en  déduit  : 

donc  PCDQ  ed  inscriplibîo. 

De  même  :  ^_ 

DSl'  =  DAP  =  OBr», 

et  BSPC  est  aussi  inseriptible,  el,  par  suite  : 

BCD  =  BSF  +  PÔTJ  =  ?''  —  A. 

8.  —  Distances  du  pohit  P  aux  sommets  A,B,C,D. 
Les  triangles  PBA  et  PCD  soûl  semblables,   et  de  même  les 
triangles  PBC  et  PAD,  ce  qui  donne  : 

PA       PB        PC       PD         1   ,  .      X 

— r  =  T-  =  -^  =  -/-  =  —.(voir  n°  lo). 
ad         on         cb         de        2/  ^  ' 

On  a  donc  aussi  : 

PA       PB       PC       PD       PO  '     R         hl    ,     .      ,      . 

Tâ  =  Tb=Tc=Td=-r  =0I  =  W(^'""'"  '")• 

On  voit  que  PI  est  wne  bissectrice  commune  des  angles  APC  et 
BPD.  D'autre  part  : 

BPS  =  DPÙ  =  A, 
ÂPS  =  CPT)  =  D  ; 

par  suite,  IP  est  perpendiculaire  à  SO. 

9.  —  Dupoi}it  w  ;  formule  de  Pi. 

La  demi-circonférence,  décrite  sur  SQ,   rencontre  la  perpendi- 
culaire PI  en  un  point  co  ;  on  a 

S^'  =  SA. SB  =  SC.SD  =  SP.SQ  =  Jf^f^y . 

rrr/  =  QA.QD  =  QB.QC  =  QP.QS  =  _^^!i!^, 
V-'w  (rt-  — ■  c-)- 

d'où 


2       c~-        /T~-  =if-h''l*  ,       ,,  yabcd 

;.^  =  Sco    -^(»    ==^,_Jy^^,__^^,^,       et       P-  =  L_, 

PI,  bissectrice  du  triangle  BPD,  a  pour  expression 
pr 2Sabcd 
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h  cause  de  l'idenlilé 

10.  —  Posilion  (lu  ceiitre  0  par  ra}:)porl  à  SQ  —  formules  de 
PO  et  de  01  —  relation  entre  R  e/  S. 

Les  triangles  TAO  et  IPG  sont  seniblal)les,  car 

CAO  =  CAD  —  OAl)  ==  CBD  —  (  l '^  —  Ât^)  r^ClH)  +  ÂBD— i '' = 
CBÀ  —  l''  =:  CPS  —  i'' =  CPl. 

Les  quatre  points  A,0,C,P  sont  sur  une  même  circonférence  et 
par  conséquent  : 

AP  4-  CP  _  PO 
m  ~    R"' 

<.)n  prouverait,  de  même,  que  RODP  est  inscriptible,  d'où 

RP  -i-  DP  _  PO 

n  ~   R  • 

D'antre  part  : 

Os'  =  R-  ^  SA. SB, 

Où'  =  R-  +  QA.QD  ; 
d'où 

Ôq'  _  OS  =  QA.QD  —  SA. SB  =  Q^'  _  g^'  =  Qp'  _  SP'. 

Ainsi  le  centre  0  est  sur  la  perpendiculaire  PI. 

Il  est  facile  d'établir  que  la  tangente  menée  du  point  P  au  cercle 
^)  est  égale  à  Po  ;  en  outre,  la  siniililude  des  triangles  AOI,  ICP 
fournit 

...  alji:d\\-       _  /,-/" 

'^  /r7^"x~pi  "  "  ^.s  ' 

et,  en  vertu  de  la  relatimi 

iRS  r=  }xkl, 
on  a 

PO  3=^',        ft         R-r^OP.OI. 

Ces  résultats  sont  connus  ;  on  siiil  eu  ciïol  (|ue  le  point   I    (-st   le 
piMe  de  In  droite  S(j  |);ir  rappnrl  au  cercle  O. 

(.1  sinvrr). 
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UNE  xNOUVRLLE  DÉMONSTRATION 

DU  THÉORÈME  DE  rYTHAGORE 
Par  M.  Brand. 


Sur  les  deux  côtés  c  et  h  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle 
ABC,    on   construit    les    carrés   BADE   et    CAFG  dont  on   trace 

les  diagonales. 

I^es  droites  OA  et  AO 
sont  dans  le  prolongement 
l'une  de  l'autre. 

La  de  mi -circonférence 
décrite  sur  BC,  ou  a, 
comme  diamètre,  coupe 
00'  en  un  point  N. 

On   a  BN=  NG  =  -, 

2 

car  XÂC  =  45°. 
Donc,  si  on  tire  les  droites  B\  et  NC,  le  triangle  BNC  est  rec- 
tangle isoscèle.  Les  triangles  rectangles  OBN  et  O'CN  sont  égaux. 
Si  on  remarque  que  la  hauteur  XP  du  triangle  ANC  est  égale 

,5 c 

(ainsi  qu'il  est  facile  de  le  voir)  à ,  on  pourra  écrire 

surf.  NO'C  =  surf.  AO'C  —  surf.  ANC, 
h^        h    h  —  c ch 

c'est-à-dire  que  surf.  NO'C  =  -  surf.  ABC,  ou  surf.  ABC=  surf. 

OBN  H-  surf.  NO'C. 

Dès  lors,  en  soustrayant  du  quadrilatère  OBCO'  :  d'une  part,  la 
surface  du  triangle  ABC  ;  et,  d'autre  part,  la  somme  des  surfaces 
OBN  et  NO'C,  on  aura  deux  résultats  équivalents,  c'est  à-dire  que 

surf.  BNC  =  surf.  OAB  +  surf.  ACO'. 

En  multipliant  les  deux  membres  par  4.  on  a 

^2  ^  h-^  ^  c\ 
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PROBLÈME  Di:  (lÉOMETUIK  PRATIQUE 

par  M.  Alfred  Berlezéne. 

Par  un  point  A,  mener  mie  droite  qui  aille  passer  par  le 
poinl  de  rencontre  M  de  deux  droites  A,  l  qiion  ne  peut  pro- 
longer. 

Ce  problème  a  élé  Irailé  de  bien  des  façons  diverses.  On  en 
trouve  notamment  une  solution  par  la  règle  dans  la  Géométrie 
de  la  règle  et  de  Véquerre  de  M.  de  Longchamps  (p.  3i). 

Voici  une  solution  qui  est  aussi 
très  simple;  mais  elle  exige  l'em- 
])loi  de  la  règle  et  du  compas. 

Du  point  A,  comme  centre,  dé- 
crivons un  cercle  quelconque  qui 
coupe  les  droites  données.  Traçons 
les  diagonales  du  quadrilatère 
HCDF],  qui  se  coupent  en  un  point 
P.  Prolongeons  CE,  BD  jusqu  'à 
leur  rencontre  en  P'  et  menons 
PP'.  C'est  la  polaire  du  point  M. 
La     perpendiculaire    o,    abaissée  ' 

du    centre   A,   sur    PP',    passe   par    M. 

Remarque.  —  Un  peut  toujours  disposer  du  rayon  AE  de 
telle  sorte  que  la  corde  ED  (ou  la  corde  CB)  étant  très  petite,  CE 
et  BD  so  rencontrent  dans  les  limites  de  l'épure.  Au  besoin,  on 
mènerait  en  E  et  en  D  deux  perpendiculaires  sur  AE,  AD.  Ce 
seraient  deux  tangentes  dont  la  rencontre  à  proximité  fournirait 
le  deuxième  point  de  la  polaire.  ■ 


SUR  UN  THEOREME  DE  M.  LEMOJNE 

Par  M.  Jorge  V.  d'itvillez. 


M.  E.  Lemoine  a  démontré  (.1.  E.  1896,  p.  i64),  que,  dans  un 
triangle  dont  les  côtés  sont  a,  b,  c,  si  F  est  le  point  de  contact  du 
cercle  de  Feuerhach  avec  le  cercle  inscrit  et  F'   le  point  où   la 
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laiigonle  en  F  louche  l'ellipse  d'aire  inaxima  inscrite  au  triangle, 


on  a 


FF'  =  _  i  .         (6  —  c)  (c  —  a)  {a  —  h) 


'i     a-  +  6-  H-  c-  —  bc  —  ca  —  ab' 

Soil  ABC  un  triangle  tel  que  a  >>  />  >  c  ;  si  0  est  le  cenire  du 
cercle  circonscrit,  1  le  centre  du  cercle  inscrit,  H  l'orthocentre, 
on  peut  donner  une  expression  simple  de  l'aire  du  triangle  'OUI. 
En  etîet,  on  a,  dans  le  triangle  ABC, 

^  1  [h  -  e)  {a  -c]{a-  b) 

2  {a^  +  &"-+-  C-)  —  [bc  H-  ca  -+-  ab)' 

et  d'après  un  théorème  de  iM.  Sondât  (X.  A.  question  làtjo),   si  r 
représente  le  ravon  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC,  on  a  : 

niH  -  (&  —  c)  {a  —  c)  («  —  h) 

D'ailleurs,  en  représentant  par  o  la  quantité  4R4-'',  où  R  est  le 
rayon  du  cercle  circonscrit,  on  a 

«2  -\-b-  -^  c-  =  2(p-  —  ro), 


et  comme 
il  vient 


5c  H-  «c  -t-  ab  =  (p-  -+-  ro), 


FF' 

OIH  =    f-  (p'  —  3ro; 


NOTICE  HISTORIQUE 

SUR    LA    GÉOMÉTRIE    DE    LA    MESIRE 
Par  M.  Atibry 

{Suite,  voir  iSg;,  page  i)S) 


P  A  P  PU  S 


Après  Archimède,  on  ne  voit  guère  parmi  les  Anciens  que 
Pappus  qui  se  soit  occupé  de  la  Géométrie  de  la  mesure,  au  moins 
comme  recherches  originales. 

C'est  à  lui  qu'on  doit  la  transformation  des  procédés  d'Archi- 
mède  relatifs  au  mesurage  de  la  sphère,  tel  qu'on  l'enseigne 
encore  aujourd'hui,  sauf  qu'il  y  fait  usage  de  la  méthode  d'exhaus- 
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iou.  Celle  démonslraliun  eaij)loie,  comme  on  sail,  les  mêmes 
moyens  pour  la  surface  et  pour  les  volumes  :  laconsidéralion  d'ua 
triangle  isoscèle  lournant  autour  d'une  droite  de  son  plan. 

Pappus  a  donné  la  quadrature  d'une  surface  sphérique  limitée 
par  une  courbe  définie  ainsi  qu'il  suit  :  le  quart  de  circonférence 
PB  {fig.  19)  fait  une  révolution  complète  autour  du  rayon  PO, 
en  partant  de  la  position  PKA,  tandis  que  le  point  M,  d'abord  en 
]*,  se  meut  le  long  du 
même  arc  PR,  ce  qui 
donne  une  courbe  PMM'A. 
On  peut  présenter  la  dé- 
monstration ainsi  :  avec 
le  rayon  CO,  égal  au  côté 
du  carré  circonscrit  au 
grand  cercle,  décrivons  le 
quadrant  CND.  Le  rayon 
OM  rencontre  l'arc  PA  en 
K  ;  traçons  le  petit  cercle 
KML  qui  coupe  la  courbe 


Fig.  u) 


PMM'A  en  .M.  Supposons  que  K  et  R'  sont  deux  divisions  consé- 
cutives de  la  circonférence  ARBA  en  parties  égales. 
On  a 


fuseau  PM/;z. 
TecTTÔRir 


donc 


PAT 


PL 

01 


-=-,  =  —-,,  ROR  =  4KOK'8.NCN'; 


sect.  ROR 
sect.  i\Cn~ 

De  ces  égalités,  on  lire 


S.'OR' 

Un' 


fuseau  PM^>;  _  8.  Plv'  _  ^ 
sect.  NC;î    ^^    jjj^- 

Les  divisit)ns  dont  nous  avons  parlé  déterminent  dans  la  sur- 
l'ace  sphérique  PMA  et  dans  le  segment  CNl)  des  polygones  splié- 
iiques  inscrits  et  circonscrits  à  la  manière  d'Archimède,  et  dont 
les  aires  peuvent  par  conséquent  différer  aussi  peu  qu'on  le  veut, 
en  bisseclant  de  plus  en  plus  les  arcs  RR',  R'R"...  11  s'en  suit  que 
l'aire  comprise  entre  la  courbe  PMM'A  et  l'arc  PA  égale  lequa- 
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druple  du  segment  CXD.  Or,  la  surface  de  l'hémisphère  égale  celle 
du  secteur  COD  ;  donc  le  reste  de  la  surface,  limité  par  la  courbe, 
égale  le  triangle  COD,  lequel  égale  le  carré  du  rayon  OP. 

Cette  démonstration,  si  remarquable,  a  été  ])ré5entée  d'une 
manière  plus  générale  par  Mac-Laurin  {A  Trent.  ofFlux.)  :  le 
point  M  parcourt  le  quadrant  PR,  tandis  que  ce  même  quadrant 
fait  une  fraction  quelconque  de  tour  (*).  La  courbe  P.MM  avait 
déjà  été  ainsi  généralisée,  quarrée  et  rectifiée  par  Guido-Grandi 
(voir  J.  S.  1893,  p.  176),  qui  lui  avait  donné  le  nom  de  Clêlie 
(Flores  Geovi.)  en  l'honneur  de  la  comtesse  Clelia  Grillo  Bor- 
romeo,  à  qui  ce  livre  était  dédié.  Un  autre  cas  particulier  remar- 
quable de  ces  courbes  est  la  vivianienne  ou  cyclocylindriquc , 
qui  a  lieu  quand  le  quart  de  circonférence  parcourt  un  quart  de 
tour  seulement  pendant  que  le  point  M  parcourt  le  quadrant  PU. 

Probablement,  pour  ne  pas  compliquer  sa  figure,  Pappus  ne 
trace  que  les  lignes  correspondant  aux.divisions  qu'il  indique  :  il 
se  contente  de  rappeler  la  méthode  d'Archimède  (F)  :  c'était  un 
premier  pas  vers  la  simplification  de  la  méthode  dexhaustion 
appelée  des  indivisibles. 

C'est  Pappus  qui  a  énoncé  le  premier  les  deux  théorèmes  dits  de 
Guldin,  et  il  serait  de  toute  justice  qu'ils  portassent  son  nom, 
d'autant  plus  que  Guldin  ne  les  a  pas  plus  démontrés  que  lui. 

La  méthode  d'exhaustion  a  été  employée  chez  les  Modernes 
j)rincipalenient  par  Commandin,  Lucas,  Valerius,  Neper,  de  la 
Faille,  Guldin,  Cavalieri,  Roberval,  Fermât,  Torricelli,  Léotaud, 
G.  de  Saint-Yincent,  Pascal,  Huygons,  Tacquet,  Lalouvère, 
James  Gregory,  Newton,  Viviani,  Nicolas,  Guido-Grandi,  Mac- 
Laurin  et  enfin  Legendre,  dans  la  célèbre  Géométrie  duquel  on  a 
cru  devoir  remplacer  certaines  démonstrations  imitées  des  An- 
ciens par  d'autres  plus  courtes,  mais  assez  peu  rigoureuses  pour 
un  traité  classique  de  géométrie. 

(-1  suivre). 


(*)  Ce  cas  général  se  ramène  d'ailleurs  an  cas  particulier  de  Pappus  : 
il  est  facile  de  se  rendre  compte  que  deux  de  ces  surfaces  sont  entre 
elles  comme  les  angles  dont  tourne  le  quadrant  mobile,  Jusqu'à  ce  que  le 
point  M  arrive  au  bas  de  ce  dernier. 
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EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  A.  Boulin. 


438.  —  Combien  2ieu( -on  former  de  tiombres  différents  de  n 
chiffres,  en  n'employant  que  3  chiffres,  ces  3  chiffres  figurant 
dans  chacun  des  nombres  '^ 

Ou  trouve  la  formule  : 

nin  —  i)    ,      ,  n  >  nin  —  i)  (n  —  a)    , 

X  =  1.    '-   +   -2  2^    —    I       5 + 

1.2  ^  I.2.i 

4-  0^.3  _  i)  't'»  — l)<>^  — a)l'H-3j    ,    2(^4 _  I ,  "(h  — Ij(u  — 2)(>i— 3)(<i— <)    , 
^^  I.2.3/|  I.2.3.4--T 

OÙ  l'on  prend  seulement  les  n  —  2  premiers  termes.  On  l'obtient  en  cher- 
cliant  le  nombre  des  arrangements  qui  contiennent  n  —  2  fois  l'un  des 
chiffres  et  une  fois  chacun  des  deux  autres  ;  puis  n  —  3  l'un  des  chiflVes, 
deux  fois  l'un  des  deux  autres  et  une  fois  le  troisième,  etc..  et  faisant  la 
somme. 

Pour  )(  ^  3,  '(,  à.  () 

on  a  .0  =  tj,  3^),  i.'ïo,  \^\o,..,. 

439.  —  Des  jetons  portent  sur  chaque  face  un  numéro,  de 
telle  sorte  que  le  côté  pile  et  le  côté  face  constituent  les  deux- 
moitiés  d'un  domino.  Pour  le  jeu  ordinaire  s'arrctant  au 
double-six  et  comjyrenant  28  domijios,  il  y  aura  28  jetons  cor- 
resp)ondants,  le  blanc  étant  figuré  par  o.  On  suppose  que  le  jeu 
s'arrête  au  double  n  —  1.  Ceci  posé,  on  jette  ces  jetons  commue 
des  dés,  et  on  demande  de  vérifier  les  propositions  suivantes  : 

nfn  +  i) 
1°  Le  fiombre  des  coups  possibles  est  :  2        2 
2°  La  somme  des  points  vus  à  chaque  jet  est  compi-ise  cidre 

0  ^  3  • 

30  Le  nombre  de  manières  d'amener  un  total  de  points  p, 
compris  dans  les  limites  précédentes  est  le  coefficient  de  x^  dans 
le  développement  de 
n(n2  —  1) 

?."x        <i      '  (x  +  i)-'-'(x^+  i)"-^'(-^''  +  0""' C^""'  +  0- 

/|'^  Si  Von  supprime  les  n  jeto)is  qui  correspondent  aux   n 
doubles,  le  7iombre  de  manières  d'amener  U7i  total  déterminé  p 
de  points  est  le  coefficient  de  x<'  dans  le  développement  de  : 
n(n  —  I)  (n  —  2) 

X  'i"  CX-^   O^l-   '(X«-+-  l)°-2(x'-f-   0°-^ (X°-'-:     0- 
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EXERCICES  0 


1.  —  Deux  angles  droits  ont  leurs  sommets  en  o,  leurs  côtés 
rencontrent  une  droite  donnée  en  a,b,  pour  Vun,  et  en  a',b', 
pou)'  l'autre.  Le  point  p  étant  le  pied  de  la  2^srpendiculaire 
abaissée  de  o  sur  la  droite  donnée,  si  aa'  =  a'p,  démontrer  que 
bb'  =  pb. 

2.  —  Les  sommets  d'un  rectangle  donné  sont  o,  a,  b,  c.  Du 
2ooint  o  on  abaisse  sur  la  diagonale  ac  la  perpendiculaire  ol. 
Cette  droite  rencontre  les  côtés  du  rectangle  aux  points  m,  n. 

Démontrer  que  —r=- 
ol        o 


1  1  1 

1 

m        on 


3.  —  On  donne  un  rectangle  et  un  point  o  sur  l'une  de  ses 
diagonales.  La  somme  des  carrés  des  distances  de  ce  point  aux 
extrémités  de  tune  des  diagonales  est  égale  à  la  somme  ana- 
logue pour  l'autre  diagonale.  Démontrer  que  cette  propriété  est 
vraie  aussi,  lorsque  le  point  o  est  absolument  ciuelconque. 

4.  —  On  donne  une  circo/iferoice  de  cercle  et  deux  points  a,b. 
Par  le  23ointa,  on  mène  une  transversale.  Par  les  deux  points 

oie  elle  coupe  la  circonférence  donnée  et  par  le  point  h  on  fait 
passer  un  cercle.  Démontrer  que  lorsque  la  transversale  tourne 
autour  du  point  a  les  cercles  analogues  à  celui-ci  passent  par 
un  inéme  poi7it. 

5.  —  On  donne  un  angle  %  de  sommet  o.  Du  point  m  pris  sur 
sa  bissectrice,  on  abaisse  sur  ses  côtés  les  perpendiculaires  mp, 
mq  ;  démontrer  que  l'aire  dtc  quadrilatère  o  p  m  q  est  égale  à 
oni'  sin  a 


(•)  Nous  croyons  rendre  service  aux  Professeurs  en  indiquant  sous  ce 
titre  des  sujets  de  devoirs  destinés  aux  commençants,  mais  nous  n'en 
insérerons  pas  les  solutions.  Nous  prions  nos  correspondants  de  nous 
adresser,  de  temps  à  autre,  quelques  énoncés  de  cette  nature,  signés  ou 
non.  Ceux-ci  nous  ont  été  adressés  par  M.  Mannheim  qui  porte  depuis 
longtemps  à  ce  Journal  un  intérêt  dont,  profitant  de  l'occasion,  je  suis 
heureux  de  le  remercier  iei.  G.  L. 
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6.  —  iSîiv  (es  cordes  d'un  cercle  comme  diamètres,  et  dans 
des  plans  perpendiculaires  à  cette  courbe,  on  décrit  des  cercles  : 
à  quelle  surface  appartiemient-ih? 

7.  —  Par  les  points  d'un  cercle  d'une  sphère  donnée,  on 
mène  des  parallèles  à  une  droite  fixe,  elles  rencontrent  de  nou- 
veau la  sphère  :  à  quelle  courbe  appartiennent  ces  points  de 
rencontre? 

8.  —  A  quelle  courbe  appartiennent  les  points  d'une  sphère 
d'où  Von  voit  sous  un  angle  droit  un  segment  fixe  donné? 
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Cours  d'Algèbre  élémentaire  conforme  aux  derniers  programmes  de 
l'enseignement  classique  et  de  l'enseignement  moderne,  par  J.  F.  (Alfred 
Mame,  à  Tours  ;  Gh.  Poussielgue,  à  Paris  ;  iSgGj. 

Il  y  a  aujourd'hui  des  baccalauréats  en  si  grand  nombre,  des  examens 
de  genres  si  divers,  qu'il  parait  diflicile  de  composer  un  livre  en  vue  de 
telle  ou  telle  préparation  particulière;  il  faudrait  les  multiplier  par  trop. 
Le  mieux  est  d'écrire  un  livre  élémentaire,  sur  l'Algèbre  par  exemple, 
comme  celui  que  nous  signalons  ici  à  toute  l'attention  de  nos  lecteurs,  en 
visant  Y  enseignement  général  de  l'Algèbre  élémentaire.  Par  contre-coup, 
si  le  livre  est  bien  ordonné  et  sul'flsamment  étendu,  et  c'est  le  cas  de 
l'Algèbre  en  question,  il  pourra  sans  peine  être  utilisé,  pOur  les  prépara- 
tions particulières,  à  la  variété  infinie  ! 

L'auteur  me  permettra-t-il  une  légère  critique? 

Lorsque,  à  la  page  V)^,  il  parle  des  équations  réciproques  du  quatrième 
degré,  il  distingue  —  je  sais  que  cette  distinction  a  été  faite  par  d'autres  — 
des  équations  récipi'oques  de  première  et  de  deuxième  espèce.  11  n'y  a,  à 
bien  envisager  la  chose,  comme  le  faisaient  les  anciens  auteurs  (Mayer  et 
Choquet  notamment,  si  ma  mémoire  ne  me  trompe  pas)  qu'une  seule  équa- 
tion réciproque  du  quatrième  degré  : 

Arc*  +  Bx-'  -f  a<."S  -t-  m..'  ■{-  Ak^  =  o, 

dans  lacjuelle  k  est  un  paramètre  quelconque.  On  peut  donner  à  A-  les  va- 
leurs +  1, —  I,  et  beaucoup  d'autres;  mais  cela  ne  constitue  pas  des 
genres  différents  et  qu'il  soit  nécessaire  de  distinguer  en  deux  espèces. 

J'ai  vu  avec  plaisir  que  l'auteur  maintenait  l'introduction  des  dérivées 
et  les  premières  notions  de  la  Géométrie  Analytique,  dans  l'ensemble  des 
connaissances  qu'on  doit  aborder  dans  le  cours  de  mathématiques  élémen- 
taires. Un  vent  de  réaction  qui,  il  faut  l'espérer,  ne  durera  pas,  en  même 
temps  qu'il  touchait  gravement  les  programmes  d'admission  à  l'Ecole 
Polytechnique,  a  fait  supprimer  ces  matières  de  l'enseignement  des  can- 
didats  à    l'École    de    Saint-('\f.  On  peut  soiihaiter  en  se  plaçant  au  point 
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de  vue  fcientifique,  vraiment  trop  oublié  au  milieu  de  ces  réformes 
regrettables,  que  cet  enseignement  soit  bientôt  remis  au  niveau  scientilique 
auquel  il  avait  été  placé  et  qui  permettait  de  juger  les  candidats  sur  nn 
terrain  autre  que  celui  de  la  mémoire  ;  un  terrain  meilleur,  je  persiste  à 
le  croire.  G.  L. 


Parmi  les  publications  récentes,  nous  signalons  à  nos  lecteurs  : 

i"  Le  Bulletin  de  la  Presse.  —  Ce  journal  insère  tout  ce  qui,  au  point 
de  vue  professionnel,  peut  intéresser  les  Publicistes,  les  Directeurs  pério- 
diques et  les  Imprimeurs. 

Son  programme  comporte,  outre  une  série  d'articles  de  fond,  la  législa- 
tion et  la  jurisprudence,  —  la  liste  des  nouveaux  journaux  parus,  —  les 
modifications  apportées  aux  anciens,  —  des  éludes  sur  la  presse,  à  l'étran- 
ger, —  des  causeries  pratiques  sur  la  presse,  l'imprimerie  et  la  publicité, 
—  les  documents  relatils  aux  syndicats  de  la  presse,  —  les  journaux  et 
imprimeries  à  vendre,  —  les  offres  et  demandes  d'emplois,  etc. 

Celte  publication  bi-mensuelle  est  le  complément  naturel  du  Guide  de 
la  Presse,  «  Bibliographie  annuelle  des  journaux  et  périodiques  »,  l'ou- 
vrage est  le  plus  complet  du  genre. 

Demander  des  spécimens  gratuits  des  deux  publications  à  M.  E.-G. 
Raymond,  21,  quai  Saiiit-AIichel,  Parist 

2"  L'Echo  du  Public.  —  Cette  publication  est  inspirée  parla  même  idée 
que  celle  qui  a  présidé  à  la  fondation  de  Vlntermédiaive  des  chercheurs 
et  curieux  et,  plus  récemment,  à  celle  de  V Intermédiaire  des  Mathé- 
maticiens. h'Écho  du  Public  est  un  instrument  d'information  sur  toutes 
les  choses  :  littérature,  sciences,  arts,  théâtre,  curiosité  pure,  etc.,  11 
paraît  tous  les  samedis  (Prix  :  0  fi".  10;  abonnement  :  un  an  :  6  francs; 
six  mois  :  3  fr.  50.  54»  Bue  de  la   Victoire,  Paris). 


BACCALAUREATS 


Académie  de  Gaen. 

1°  Questions  au  choix  :  (a)  Définition  d'une  fraction  irréductible. 
Montrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  est  que  les  deux  termes 
soient  premiers  entre  eux.  Combien  y  a-t-il  de  fractions  irréductibles 
inférieures  à  l'unité  et  ayant  pour  dénominateur  ^S"! 

(b)  Théorie  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  à  moins  d'une  unité. 

(c)  Somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres  entiers. 

2°  Problème.  —  Étant  donnée  une  parabole  dont  le  foyer  est  en  F, 
d'un  point  M  de  la  courbe  on  abaisse  la  perpendiculaire  MF  sur  son  axe  : 
montrer  comment  varie  le  volume  du  cône  engendré  par  la  révolution  du 
triangle  MPF  autour  de  son  côté  PF,  lorsque  le  point  P  se  déplace  sur  la 
parabole  h  partir  du  sommet. 

Académie  de  Clermont. 

lO  Questions  au  choix  :  (a)  Volume  engendré  par  un  segment  de  cercle  ; 

(b)  Intersection  d'une  droite  et  d'une  parabole  ; 

(c)  Propriéti'S  de  la  tangente  h  la  parabole. 
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a»  Problème.  —  Etant  donné  un  trièdi-e  trirectangle  OXYZ  et  un  point 
A  sur  OX,  demande  de  déterminer  sur  OY  et  sur  OZ  des  points  B,  G  tels 
que  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  OABG  ait  un  layon  donné»'  et  que 
le  volume  du  tétraèdre  OABG  ait  une  valeur  donnée  b^.  Calculer  ensuite 
l'aire  du  triangle  ABC.  On  prendra  OA  =  «. 

Académie  de  Grenoble. 

1°  Queslio}ix  an  choix  :  (a)  Etablir  la  formule  : 

cos  (a  -r  b)  ^:=  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  b  ; 

{h)  Etant  donnée  tg  a,  trouver  tg  -; 

(f)  Résoudre  un  triangle,  connaissant  les  trois  côtés. 

■?.o  Problème.  — A  l'intérieur  d'un  triangle  AB(],  dont  les  côtés  sont 
a,  b,  c,  et  dont  la  hauteur  AD  ^  /(,  on  mène  une  parallèle  EF  à  BC,  à 
une  distance  AG  =  x  du  sommet  A;  on  prolonge  EF  à  l'extérieur  de 
longueurs  EH  =  EA,  FI  =  FA,  et  on  joint  HB,  IG.  On  demande  :  i»  d'ex- 
primer en  fonction  des  données  et  de  x  l'aire  du  trapèze  HBGl  ;  a°  de 
déterminer  la  valeur  de  x  pour  laquelle  cette  aire  est  maxima. 

Académie  de  Lille. 

lO  Questions  au  choix  :  (a)  Divisibilité  de  x'"  -\-  a'"  par  x  -f  a. 

(b)  X'"  —  a'"  est  toujours  divisible  par  x  —  a. 

(c)  Calculer  le    quotient    de    l— );    en   déduire    la    formule    qui 

donne  la  somme  des  termes  d'une  progression  géométrique. 

ao  Problème.  —  On  connaît  la  petite  base  d'un  trapèze  isoscMe  et  la 
somme  b  des  deux  côtés  non  parallèles.  Déterminer  la  grande  base  2X  et 
la  hauteur  y,  de  telle  sorte  que  l'aire  du  trapèze  soit  égale  à  celle  d'un 
carré  de  côté  m.  —  Discuter. 


QUESTION  GUa 

Solution  par  M,  A.  Droz-Faunï. 

Oh  considère  une  parabole  P,  de  sommet  0.  On  fait  tourner, 
dans  son  plan,  autour  de  0,  d'un  angle  droit,  la  parabole  P  ; 
soit  Q  sa  }L0Uvelle  position.  Les  deux  paraboles  P,  Q  ont  un  seul 
2ioint  réel  commun  A  ;  su)'  OA  comme  diamètre,  on  décrit  une 
circonférence  A.  P((r  un  point  M,  arbitrairement  choisi  sur  \, 
on  mène  des  ]mrallèle<;  aux  axes  des  paraboles  l*  et  Q;  elles  les 
rencontrent  i-especticement  aux  i^oints  p  et  q.  Démo/tirer  que  le 
tria)igle  p.Mq  est  isoscèle.  ({j,  L.) 

Les  paraboles  P  cl  Q  ont  respeclivement  pour  équations 
y-  =z  -Ajj.i-,       et       x'^  =  2pi/. 
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Elles  se  coupent  Cil  lin  point  A  tel  que  OA  est  incliné    de  45" 

sur  les  axes  de  P  et  de  Q  ; 
les  coordonnées  de  A 
sont  donc  évidemment 


ce  =  y  —  ip, 

et  le  cercle  A  iiura  pour 
équation 

{.v—2i>y+{ij  —py= 2])'-, 

ou 

(1)  x^  +2/"  —  ^px  — 
2j02/  =  o. 

Soit  M  un  point  de  A  • 
M^  renconire  en  B  l'axe  de  P  et  soit  pC  l'ordonnée  de  p  ;  on  aura 


Mp  =  OC  —  OA 


2p       '  "ip 

Mg  =r  MB  —  r/B  =  MB  —  — - 

Or,  d'après  l'équation  (I)  du  cercle  A 


—  OB. 


OB' 

■ip 


MB' 


—  OB  —  MB  =  0  ; 


donc 


Up  =  Uq. 


QUESTION  694 

Solulion  par  M.  A.  Droz-Farny 

Plaçant  le  pôle  d'une  transformation  par  rayons  vecteurs  ré- 
ciproques au  sommet  c  d'un  triangle  donné  ohc,  on  prend  les 
transformés  a',  b'  des  sommets  a,  b.  Démontrer  que  le  trans- 
formé du  centre  o  du  cercle  inscrit  au  triangle  abc  est,  sur  la 
droite  co,  le  centre  du  cercle  ex-inscrit  au  triangle  a'cb'. 

(Mannheim). 

Soient  d'abord  o  et  Oj  les  centres  du  cercle  inscrit  et  ex-inscrit 
dans  l'angle  c  au  triangle  ahc\  on  sait  que  l'on  a  : 

coi  r=     '      ;     d  ou     co.co,  =  ^-^ '  ab, 


p  —  c 

co  = , 

c  ■ 
cos  - 


c 
cos  - 

2 


o  C 
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résiiUat  qui  conlirmerait  déjà  le  lliéorème  de  M.  iMaiinhciin,  dans 

le  cas  parliculier  d'un  module  de  Iransfonnation  /.-  =:^  nh. 

Il  en  résulte  : 

c 


ah  . cos 


(1) 


co,  = 


p  —  c 

Soit  maintenant  k^  le  module  dune  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques;  on  aura  : 


ca 


—  ;     cb'  =  --  ; 
a  a 


ah'  = 


donc 


et  par  conséquent 


'  —  ^  — 
co 


ab  ' 


^  --  ab' 


k-  cos 


(P  —  c)  fi- 
ah 

k''  cos  ' 


a'b'  cos 


;)  —  c         rt6(//  —  c')         p'  —  c'   * 

Ainsi,    d'après  la  formule  (I),  o'  est  le  centre  du   cercle  ex- 
inscrit  dans  l'angle  c  au  triangle  a'cb'. 

Solution  par  M.  L'Huii.lier. 


Traçons  le  cercle  (to)  circonscrit  à  cob,  cercle  qui  a  ])our 
centre  le  point  w  où  la  bissectrice  de  l'angle  a  rencontre 
la  circonférence  abc  et  la  tan- 
gente boi^,  en  b,  à  ce  cercle.  Tra- 
çons, de  môme,  le  cercle  circon- 
scrit à  abc  et  la  tangente  bl  en  • 
h  à  ce  cercle.  On  a  évidemment 

— ,   cbl   =  c  -]~   b, 


cbtjii   =  — 

donc  le  cercle  {<-<>)  hissecte  l'angle      <*f}' 
on  h  de  bc  et  du  cercle  circon- 
scrit. 

Dans  une  transformation  quelconque  par  rayons  vecteurs  réci- 
jtroques  de  sommet  c,  l'inverse  o'  de  o  est  l'interseelion  de  roavoc 
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l'inverse  du  cercle  (^o)j.  L'inverse  du  cercle  circonscrit  est  la  droite 
dh'  et  la  droite  inverse  de  (w)  est  la  bissectrice  de  l'angle  exté- 
rieur de  c^h'c. 

QUESTION  698 

Solution,  par  M.  Francis  Dalzats,  soldat  au  5i«  de  ligne. 


On  donne  le  point  0  et  la  surface  (S)  de  la  question  697  (*). 
Par  0,  on  mène  un  plan  arbitraire  et  une  pei'pe?idiculaire  à  ce 
j)lan.  Sur  cette  droite,  on  prend  des  points  à  des  distances  de  0 
égales  aux  distances  de  ce  point  0  à  l'interseclion  du  plan  arbi- 
traire de  (S). 

Quelle  est  la  surface  lieu  des  points  ainsi  obtenus,  lorsqu'on 
fait  varier  le  plan  ordinaire?  (Mannheim). 

La  surface  S  est  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  passe  par 
0.  Les  plans  déterminent  des  ellipses  <lont  les  deniiaxes  sont  les 
dislances  considérées.  Soit  OX  la  perpendiculaire  au  plan  ABCl). 
1°  En  portant  OM  =  GO,  le  petit  axe  de  l'ellipse  étant  égal  au 
rayon  OA'  du  cylindre,  le  lieu  de  M  est  la  sphère  décrite  de  0 
comme  centre  et  inscrite  dans  le  cylindre  (sphère  tangente  au  plan 
donné  dans  la  question  697). 

•i"  En  portant  ON  =  OA,  N'  étant  la 
projection  de  N  sur  l'axe,  on  voit  facile- 
ment que  ON'  =  OA'.  Donc  le  lieu  de  N 
se  compose  des  deux  plans  tangents  à  la 
J"B  sphère  précédente  aux  intersections  avec 
l'axe  (soit,  le  plan  donné  dans  la  ques- 
tion 697  et  son  symétrique  par  rapport 
àO). 

Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Dkoz- 
Farny  ;  GovENs;  H.  L'Hiilmer. 

(*)  Voyez  la  solution  de  cette  question,  p.   û. 


Le  Directeur-gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


SAINT'AMASU    (ciltll).    —    IMr-IilMl-Hli;    SClKNTimil  1.    UT    MTT1HA1BE,    BVSSIKIlIi    Fntr.i,^. 
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SURLKS  CKIICLK S  BlTAiXGF.XïS  AUX  CONIQUES 

Par  .M.  A.  Tissot 

{Suite,    i8()7,    [taice    aô) 


CERCLES    UITANGENTS    DE    SECONDE    ESPECE 

39.  —  Ce  soiil  les  cercles  bitangenls  dont  les  centres  se  ti(jiiveiit 
sur  le  second  axe  ou  axe  non  focal,  [.a  circonférence  de  chacun  a 
tous  ses  points  extérieurs  à  la  conicjiie,  et  les  tangentes  à  celle-ci 
la  rencontrent. 

Un  cercle  étant  donné  ainsi  qu'une  droite  qui  le  coupe,  nous 
appelons  nœuds  les  deux  points  qui,  situés  sur  le  diamètre  per- 
pendiculaire à  la  droite,  ont  leurs  dislances  à  cette  droite  égales  à 
la  moitié  de  la  corde  interceptée.  On  verra  plus  loin  ce  qui  nous 
autorise  à  désigner  ces  points  sous  un  nom  déjà  affecté  à  d'au- 
tres [1\. 

La  moitié  de  la  distance  des  nœuds  est  moyenne  proportionnelle 
entre  les  distances  de  son  milieu  aux  extrémités  du  diamètre  qui 
les  contient. 

Deux  circonférences  qui  se  coupent  ont  les  mêmes  meuds  par 
rapport  à  leur  axe  radical. 

40.  —  De  chaque  nœud  on.  voit,  sou^  un  angle  droit,  la  por- 
tion de  la  droite  comprise  entre  Vun  quelconque  de  ses  points  et 
la  symétrique,  pai'  rapport   nu 

milieu  de  la  corde   interceptée, 
de  la  polaire  de  ce  point. 

Soient  A  {fig.  22)  un  point  de 
la  droite,  BG  la  corde  comprise 
dans  le  cercle,  D  le  milieu  de  BC. 
Sur  la  perpendiculaire  en  D  àBC, 

portons  Doj  égal  à  BD  ;  to  sera  l'un  des  nœuds.  Supposons  que  E 
soit  le  conjugué  harmonique  de  A  par  rapport  à  B,  G  ;  prenons  DE' 
égal  à  DE;  il  s'agit  de  démontrer  que  l'angle  AtoE'  est  droit. 
Or,  de  îrr)'=  AD. DE,  BD  =  Do  et  DE  =  DE',  on  conclut 
Dt-j'  =  AD. DE',  de  sorte  que  le  triangle  AwE'  est  rectangle  en  o. 

41.  —  Si  l'on  Joint  l'un  des  nœuds  d'une  tangente  à  une 
coftique  et  d'un  cercle  hitangent  \°  avec  la  point  d' intersection 

.IULH.NAL    DE    .MAIII.    KLK.M.    —     l^'.'T.  3 
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de  la  tangente  et  de  la  droite  des  contacts,  2"  avec  le  symétrique 
du  point  de  contact  de  cette  tangente  par  rapport  au  milieu  de 
la  corde  quelle  détermine  dans  le  cercle,  les  deux  lignes  ainsi 
obtenues  seront  perpendiculaires  entre  elles  [6,  40]. 

42.  —  Le  lieu  des  nœuds  d'une  niénie  tangente  à  la  conique 
par  rajiport  aux  divers  cercles  bitangents  se  compose  de  deux 
droites  passant  par  le  point  de  contact. 

Soient  0  {fig.  28)  le  centre  de  la  conique,  MT  la  tangente  en 
M,  H  le  cenlr?  d'un  cercle  bitangent,  C  l'une  des  extrémités  de  la 

corde  qu'il  intercepte  sur  MT, 
U  et  V  les  points  de  rencontre 
de  la  droite  des  contacts  avec 
MT  et  avec  MO.  La  perpendi- 
culaire menée  de  H  à  MT  pas- 
sera par  V  ;  sur  cette  perpen- 
diculaire prenons  Dto  égal  à 
CD  ;  to  sera  l'un  des  nœuds. 

Le  cercle  venant  à  changer, 
mais  M  restant  fixe,  les  trian- 
gles DMV,  DUV  conserveront 
leurs  angles,  de  sorte  que  DU 
variera  proportionnellement  à  DM  ;  il  en  sera  de  même  de  Do), 
puisque  l'on  a  Dw  =CD  et  CD^  =  DM.Dr  1 6].  Le  rapport  de  Dw  à 
DM  étant  constant,  l'angle  DMw  l'est  aussi,  et  (o  décril  une  droife 
issue  de  M. 

43.  —  Les  droites  lieux  des  nœuds  d'une  même  tangente  par 
rapport  aux  divers  cercles  bitangents  coupent  l'ave  7ion  focal 
en  deux  points  situés,  avec  les  foijers,  sur  une  même  circonfé- 
rence. 

Pour  construire  les  deux  droites,  on  peut  se  servir  d'un  cercle 
bitangent  quelconque;  prenons,  à  cet  efîet,  le  cercle  principal.  Il 
inlerceple,  sur  la  tangente  MU  (/?^  24),  une  corde  GC,  dont  les 
extréniilés  sont  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  foyers 
F,  F'  sur  MU,  et  dont  le  milieu  D  est  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  an  centre  0.  Portant,  sur  cette  dernière,  les  longueurs 
Dco,  Dco'  égales  à  CD,  on  aura,  en  w,  w',  les  nœuds  du  cercle  par 
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rapport  à  MU;  si  l'on  tire  ensuite  AIw,  Mw'(*)  jusqu'à  leurs  inter- 
sections en  Z,  Z'  avec  l'a.çe  nonfocal,  Z,  Z'  seront  les  points  dont 


il  s'agit  dans  l'énoncé.  11  faut  prouver  (jne  tes  points  sont  île  côtés 
dillérents  de  0,  et  ({ue  o  est  moyenne  proportionnelle  entre  OZ 
et  OZ'. 

Menons  MK  paraljèle  an  second  axe;  prenons,  sur  la  lanyente, 
le  symétrique  M'  de  M  par  rapport  à  D,  et  joignons-le  à  (o  ainsi 
qu'à  w' ;  U  désignant  le  point  où  la  tangente  rencontre  l'axe 
focal,  qui  sert  i(  i  de  droite  dos  contacts,  si  l'on  tire  (»\],  l'angle 
l'oM'  sera  droit  |41j.  Sni)pusoiis  d';d)ord  OD  •<;  Cl);  w  sera  sur 
le  prolongement  de  DU,  et  Z  au-dessous  de  0;  alors  on  aura 

DiolJ  <;  UOL'.    Le  premier  de  ces  angles  est  égal  à  DMcj,   i)ai- 
(*)  oj'  est  ]i\r('A  sur  M//,  au  point  marqti.'-  o)  fiar  un»'  errour  d':*  la  ligure. 
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suite  à  DMo)'  ;  le  second  est  égal  à  DME  ;  on  a  donc  J)Mi-/  <<  iJMÈ, 
ce  qui  exige  que  Z'  soit  au-dessous  de  0.  Au  contraire,  pour 
OD  >  CD,  o)  et  Z  se  trouveront  au-dessus  de  FF';  on  aura 
DwD  >  DOT,  d'où  mW  >  DMÊ,  et  /l  sera  au-dessous  de  0. 

Soient  maintenant  I  et  1'  les  points  d'inlersection  de  M'(o  et  de 
M'co'  avec  le  second  axe;  abaissons  IJ  perpendiculaire  sur  OD.  Les 
triangles  semblables  OU,  ODU  donnent  OD.OJ  =  DU.IJ,  et,  les 
triangles  IJw,  DUto,  toD.coJ=Dl'.lJ  ;  il  vient  donc  0D.0J=cijD  toj. 
Ainsi,  entre  les  lignes  OJ,  ojJ,  il  y  a  non  seulement  même  diffé- 
rence Ooj  qu'entre  les  lignes  loD,  OD,  mais  aussi  même  rapport, 
par  conséquent  les  deux  premières  sont  respectivement  égales  aux 
deux  autres,  d'où  résulte  OJ  -=  wD  =  CD.  Menons,  par  F,  une 
parallèle  à  CD  jusqu'à  sa  rencontre  en  G  avec  OD;  on  aura  aussi 
FG  =  CD  ;  les  deux  triangles  rectangles  OU,  OFG  seront  égaux, 
et  il  viendra  01  =  OF  =  c.  On  démontrerait  de  même  l'égalité 
or  =  r. 

Enfin,  les  triangles  OwZ,  Ow'Z'  étant  respectivement  semblables 
à  Ol'to',  01(0,  on  a 

Oo/ 


oz 


Oco 

c  - — 

Oco 


OZ'  ---=  c 


d'où  résulte 


0(0 


OZ.OZ'  =  c\ 


44.  —  Le  centre.  d'u?i  cercle  bUangenI ,  le  saillant  et  les  deux 
points  de  contact  du  cercle  et  de  la  conique  se  trouvent,  avec  les 
frnjers,  sur  une  même  circonférence. 

Soient  0  {fig.  25)  le  centre  de  la  conique,  S,  S'  et  H,  11'  les 
points  de  rencontre  des  deux  axes  avec  la 
tangente  et  avec  la  normale  en  un  point  L 
de  la  courbe  ;  II,  11'  seront  les  centres,  S,  S' 
les  saillants  de  deux  cercles  bitangenls  d'es- 
pèces diirérentes  ayant  un  point  de  contact 
commun  en  L.  Les  triangles  semblables 
OlUr,  OSS'  donnent  Oll'.OS'  =  OH. OS.  Le 
second  j)roduil  élant  égal  à  à  c-  [19],  il  en 
sera  de  mèm^  du  premier;  on  a  donc 

on. OS'  =  c\ 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
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45.  —  iJe  L  {fig.  2.")),  abaissons,  sur  les  axes,  les  jjcrpendicu- 
luires  LK,  LK'.  A  cause  de  la  simililude  des  triangles  OHH', 
HIvL,  H'K'L,  les  lijj^nes  OU',  OK',  H'K'  sont  proporlionnelles  à 
011,  HK,  OK,  par  conséquent  [22]  à  c-,  h-,  a-.  Si  donc  on  désigne 
par  h' ,  n,  s'  les  dislances  du  centre  de  la  conique  au  centre  du 
cercle  bi tangent  de  seconde  espèce,  à  la  corde  des  contacts,  au 
saillant,  et,  par  0',  celle  du  centre  du  cercle  à  la  corde  des  con- 
tacts, on  aura,  en  tenant  compte  de  la  relation  du  paragraphe 
précédent, 

a~ b- c'~ , 

Quant  aux  deux  rayons  H'L,  HI^,  ils  sont  entre  eux  dans  le  rap- 
port de  «-  à  b'^. 

On  voit  que  la  droite  des  contacts  est,  dans  l'ellipse,  la  polaire 
du  saillant  par  rapport  au  cercle  décrit  sur  le  petit  axe  comme- 
diamètre,  ce  qui  résulte  d'ailleurs  [1 1  de  ce  que  ce  cercle  est  bi- 
tangent  de  première  espèce,  avec  le  second  axe  pour  droite  des 
contacts.  Lorsque  la  conique  est  une  hyperbole,  la  droite  des  con- 
tacts est  symétrique,  par  rapport  au  centre,  de  la  polaire  du  sail- 
lant dans  le  cercle  de  rayon  b  concentrique  à  l'hyperbole. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  du  saillant  et  de  la  droite  des 
contacts  s'applique  à  tout  point  du  second  axe  et  à  sa  polaire  par 
rapport  à  la  conique.  On  en  conclut  que,  pour  un  cercle  bitangent 
donné,  le  saillant  et  le  milieu  de  la  corde  des  contacts  sont  les 
seuls  points  du  second  axe  ayant,  dans  ce  cercle,  la  même  polaire 
que  dans  la  conique.  La  démonstration  du  §  5  se  trouve  ainsi 
complétée.  (^1  sidvre). 

UKLATIONS  MÉTRIQUES 

ET    TRIGONOAÏKTRIQUKS 

ENTRE    LES    ELEMENTS    LINÉAIRES    ET   ANGULAIRES 

DU    QUADRILATÈRE    INSCRIT    COMPLET 

Par  M.  Lecocq,  ancien  professeur  au  Lyci-e  d'.Vvignon. 

(Suite,  1897  ;  P*  32;. 

11.  —  De  (juelqiies  p)-oblèines  et  conséquences. 
A  l'aide  de  ce  qui  précède,  on   pourra  résoudre  facilement  les 
problèmes  (|ui  suivent. 


54  JOUKNAL    DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 

Construire  un  quadrilatère  inscriptible,  connaissant  : 

1"  a,  h,  c,  d  ; 

•i°  b,  d,  m,  H  ; 

;j»  R,  SA  X  SB,  UA  X  UU,  «; 

4°  SA  X  SB,  QA  X  QD,  </,  ft; 

5^  SA  X  SB,  QA  X  QD,  h,  d; 

6°  QA  X  QD,  d,  a,  b; 

7°  /^^.  k-,  l^  et  R  ou  S. 

Les  premières  formules  du  n"  6  conduisent  aux  égalités 


]A 

d.m 

ID 

d 

.  Uc 

le 

~"  J.UU' 

ÎB 

~  b. 

.  UA' 

SA 

d  .  (JA 
~  b  .  (JB  ' 

Se 
SD 

d. 

QD 

SB 

~b  . 

.  QC- 

De  ces  égalités,  il  résulte  que  si  QAD  est  fixe  et  si  QA,  QD,  (jC, 
QB  sont  constants,  lorsqu'on  fait  tourner  QcB  autour  de  Q,  les 
points  I  et  S  décrivent  des  circonférences. 

En  considérant  AD  et  BC  comme  les  diamètres  de  deux  cercles 
l)erpendiculaires  au  plan  de  la  figure  (fig.  i),  la  circonférence  de 
diamètre  BG  engendre,  en  tournant  autour  de  l'axe  perpendi- 
culaire, de  trace  Q,  la  surface  d'un  tore,  et  la  circonférence  dé- 
crite par  le  point  S  est  le  lieu  géométrique  des  points  de  vue  d'où 
les  perspectives  des  méridiens  d'un  tore  sur  un  tableau  fixe  pas- 
sant par  son  axe  sont  un  seul  et  même  cercle. 

Si,  étant  donné  l'axe  radical  de  deux  cercles  0  et  0',  on  fait 
tourner  l'un  d'eux  d'un  angle  quelconque  autour  de  cet  axe,  de 
manière  à  lui  faire  occuper  la  position  0",  les  deux  cercles  0  et  0' 
appartiennent  à  un  même  cône,  et  le  lieu  de  son  sommet  est  une 
circonférence. 

12-  —  J)u  point  de  rencontre  L  des  bissectrices  des  angles  S 
et  Q  du  quadrilatère  complété  {fig.  5).  Formules  de  SL  et  QL. 
Les  propriétés  des  bissectrices  d'un  triangle  conduisent  à 


BE 

AE 

'    l- 

a                          a 

BG, 

~  {a  -h  0}  {d  -\-  b)  ~  h-  -^  l' 
b                         b 

h^ 

{a  +  c)  {d  +  b)  ~  h'  -h  l> 
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CK^  _DK,  _  c  ^       c 

L'    ~    h-   ~~  (a  -\-  e)  {d  +■  b)  ~~  h-  +  l'  ' 

A^  _  DG^  _  t/  ^     j^ 

/^    ~    /i'    ~  (rt  +  c)  {d  +  ^)  ~  /i-  +  /-  ' 


cp , o.dhl  \/(p  —  6)  i/J  —  d)      cp    2bhl  \/(p  —  b)  (p  —  d) 

^  (a  4-  c)  {d'  —  b')      '         *  ~      (a  4-  c)  (c^^  —  6^)      ' 


p  ^,       -i/i^  ^(p  —  b)  (p  —  d)     '    Ç.J  _lil\/{V  —  b){p  —  d) 
'"  ~       {a-^c){d^b)      '        ^  (a  +  c)  {d  —  b)     ' 

OF/—  ^^^^^  ^^(P  —  ^)  (/^  —  ^)      OF    _2c/?/v/(p  —  g)  (p  —  c) 
^^  ~      (fZ  +  ^;)  (a-^  —  c')      '    ^    •  ~      {d-^b)  {a'  —  c^) 


|- P  _  ihl\'{p  —  n)(p  —  c)  -.  _hl\/(p  —  a)  (p  —  c) 

'  ~       (a  4-  c)  (c^  +  b)      '        -     ~~     {a  —  c){d-^b)      ' 

()n  vérifie  aisément  que  : 

SE'  +  ql'  =  m\ 

ainsi  l'angle  SLQ  est  droit,  résultat  connu.  Le  quadrilatère 
E,G,E'G'  est  donc  un  losange  dont  le  côté  0  et  la  hauteur  Ç  sont 
donnée  par  les  formules  : 

_  M^  ^ 2hlS 

{a  -h  c)  {d  -hb)'       ^~~  k{a  +  c)  {d  -+-  b) ' 

!\'ota.  —  Les  côtés  du  losange  sont  parallèles  aux  diagonales 
du  quadrilatère. 

Corollaire.  —  Le  point  L  coïncide  avec  lo  si  on  l'a  : 

a  -\-  c  —  {d  -\-  b)  T=  z  ^=z  o . 

13.    —    Rappel    des    délenninaiiotis    Irigonotnétviques    des 
anrjles  de  la  fig.  5  A,  B,  C,  D,  I,  S,  Q. 

.        a-  -t-  d-  —  b-  —  C''  i-,       a-  H-  b-  —  c-  —  <i* 

eus  A  = î3 ,       cos  b  = 


&*  -h  c^  —  «2  _  f^a  e-  -f-  rf^  —  a-  —  h- 


cos  -  =  V^(P  -  ^>)  (p  —  c)  pQg  11  ^  v/(p  —  c)  (p  -  0?) 

's  /  '  2/1  ' 


C    _  \'{p  -a)(p-  d)  ^^^^  1)  _  V^(p  _«)(/;-/,). 
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A    _^/(p-a){p-d) 

Mil  j  , 

2  C 


f{p  —  a){p—_d)  ^|„  \S  _sj{p~a){p  —  h) 


2  h 


C        s'{p-b){p-c)  •    D__V'(p-c)(p-^0. 


A  _  .  /(/j  —  g)  (p  —  cQ  |o  M  =  V  /  (P  —  g)  (P  —  fe) 

^2  ~  V  (^  _  6j  (p  —  r)  '  ^2         V  (p  _,  c)  (p  —  cl)  ' 

to,  ^  _  4  /(p  —  6)  (p  —  c)  ,  D  _  .  ,(^^^[(7^^ 

^  2  ~~  V  0)  —  «)  (p  —  f/)'         ^  2        V  (p  _  a)  (p  —  6)' 

.       a~  -+-  c-  —  cl'  —  h-             ^.        Jv  -\-  l*  —  (d-  —  h-y 
COS  1  =  TT, ,       cos  b  =  ^ -- 


cos  Q 


_  ]V    -H   r^  _    (^2  _  c2)2 


ih-l- 


I  _  v(p-Z>)(p_6/)  s  _  (c^  +  ?>)v/(p  — 6)(p-c/) 


cos  *-*  =  («  +  c)V'(p  — a)(p  — c) . 
2  '       hl 


1  _  v/(p  -  g)  (p  -  c)         .„  S  _  {d-h)^{p-a){v~c) 

2  K  2  '  n/ 


2  /t/ 


,„  I  ^  V  /(p  —  «)  (p  —  c)      ,„.  S  ^  (c^  — ^')V/(P  — «)(P  — C) 

^2      V(p  — 6)(p  — fO'    ^2      (c^-h/>)v'(p  — 6)(p  — fO' 

l...  0  ^  (a-c)v/ÔQ"^6)(p-rf) 
^  "-^        («  +  c)  \/(p  — «)  (p  —  c)' 

14.  —  Coordonnées  des  sommets  du  quadrilatère  par  rapjwrl 
aux  deux  droites  LQ  et  LS,  comme  axes.  Coordonnées  de  I. 

Soient  .rj//i(A);  CL\y.JiJà);  j-.,.y.,(G)  ;  ^,</,XD);  ces  coordonnées. 
On  trouvera  : 


X.,     x.^  X;^  V  (p  —  a)  (p  —  c) 


—  dm       —  bn        hm       dn  k{cl  -\-  h) 

//i      ^  U,  ^  ]hi  ^  JJ±^  ^  v/(p  _  b)  i/j  —  d)  ^ 

—  ain       cm        cm       —  en  k{a  h-  c) 

Les  disfances  du  poinl  L  aux  (jualrc  suniiuets  seicml  données 
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par  : 

— ,  là" 

?r 

~  (rf4-6)'(P  -  ")("  -")  +  (a-^)'(''  -  *)  '^  -  '') 
m- 


An»' 

)%-  1 


Les  coordonnées  de  I  sont  : 


,,  ^  bd{a-c)s\p-.a){p-c)  ^^ji^-n  1 

,, '       >(fO//-ll"  1-) 

^  ac{d-bWip-b){p-d)  3^o(y— a^)(' 

15.  —  Coordonnées  du  centre  0. 
On  établit  d'aboi'd  les  égalités 

OK'-  =  R^  _  -1-  aS      OK,"  =  R^  _  -^  c^-'  ; 
on  en  déduit  : 

^= («  -  C)hl  '^^  _  YP^(^'  +  aO  ) 

i(b-^-d)vXp-a){p-c}  oY-  ^'T/di-Ki.i;. 

,,  = (rf  --6)^ ^^  _  8«^(P»  -i-  f  ^)  (       .8). 

4(^  H-  c)  \  ip  -  6)  Oî  —  d)  ^'r  —  ^-3'  ) 

Si  le  quadrilatère  est   en   njème   temps   circoiiscriplible,   on  a 

OL  =  0(-j  dont  l'expression  devient  : 

rS(a  +  c)(r/-f-6)'     °"      -'■     .^.^.._:.fr— ^(n-i6,i-,i8). 

(.1  sm'vre). 

JtiCRNAI.    DK    MATH.    KI.KM.  IS'.lT.  .^^ 
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UiNE  QUESTION  D'ANALYSE  INDÉTERMINÉE 

Pai-  M.  Dclannoy. 


Vime  quelconque  rfes  équatioi^s 

■îP  d=  1  =  /'■',         2/-'  ±  2  =  f\         f  ±  u''  =  4/'^ 

est  impossible  en  nombres  en/iers  (P.  F.  Teilhei)  C^). 

Dansses  Éléments d' Al f/èbre{cdl[ion  1798,  t.  II,  §247,  p.  355), 
Euler  a  démontré  que  l'équation  x'-'-  dz  ^  =:  2:^"  est  impossible, 
si  ce  n'est  dans  le  cas  évident  ij  =  x. 

Il  est  facile,  en  suivant  le  mode  de  démonstration  d'Euler,  de 
démontrer  également  l'impossibilité  de 

ix'^  ±  iif  z=  %z"     ou     rc^  dz  y^  ::=  \z^. 


Poso 


ns 


oc  -\-  u  rc  —  y  ,,    , 

-— -^  =p,        --.^-  •'  =  q^      d  ou      oc=p  -h  q,      y  =  p  —  q; 

cc^  -^  1/  =  2p{p'-  H-  3^'='). 
Il  faut  prouver  que  celte  quantité  ne  peut  être  égale  au  qua- 
druple d'un  cube,  ou  que  —  (p^  h-  3(7'),  ne  peut  être  un  cube. 

Il  y  a  deux  casa  considérer,  suivant  que/)  est  ou   n'est   pas 
multiple  de  3. 

1°  p  n'est  pas  divisible  par  3. 

On  réduira  jo-  -f-  3^^  en  cube  en  posant 

p  =  t{t'  —  9^2), 
q  =  3îc(l'  —  u'^). 

n         t 
Il  faut  encore  que  -  ou  -  (/  H-  3w)  (t  —  "iu)  soit  un  cube.   Ces 

trois  facteurs,  étant  premiers  entre  eux,  doivent  être  chacun  un 
cube. 

Si  t  -{-  3u  =  p  el  t  —  3?^  =  g'',  il  vient 

2t  =  r  +0\ 


Cj  Les  deux  preinièi-es  parties  de  ce  théorème  ont  été  posées  en  ques- 
tion, sous  le  n"  ^49»  dans  V Intermédiaire  des  Mathématiciens  où  cette 
solution  n'a  été  que  très  sommairement  indiquée,  faute  de  place. 
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OU 

et  on  aurait  deux  cubes  beaucoup  plus  petits,  dont  la  somme 
serait  le  quadruple  d'un  cube. 
2°  p  =  3r,  la  formule  devient 

Ç  (gr-^  +  3y^)  =  ^  (3r^  +  q^). 

On  transforme  3r^  +  q-  en  cube,  en  posant 

r/  =  (t'  —  gu^)t, 
r  =  3ii{t^  —  u')  ; 


d'où 


^^  =  27  -  (^  —  U^ 
2  ^    2    ^ 


Il  faut  que  —  (t  -i~  u)  {/  —  u)  soit  un  cube.  Comme  ces  trois 

facteurs  sont   premiers   entre  eux,  il  faut  que  cbacun  soit  un 
culje. 
Soit 

f  -^  u  =  f\ 

t  —   U^  gi-^ 

d'où  111  =^  (^  —  g'',     ou     4  —  =  /^  —  9^ • 

Mais  -  doit  être  un   cube;  nous  aurions,  en   bien  plus  petits 

nombres,  deux  nombres  dont  la  différence  serait  le  quadruple 
d'un  cube. 

Puisqu'on  ne  peut  assigner,  en  petits  nombres,  des  cubes 
tels  que  leur  somme  ou  leur  différence  soit  le  quadruple  d'un 
cube,  il  est  clair  que  cela  n'a  pas  lieu  non  plus  pour  les  grands 
nombres. 
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SECONDE  NOTE 

SUR    LES    CERCLES    RADICAUX    ET    ANTI-RADICAUX 
Par  M.  Juan  J.  Duran-Loriga 

Commandant  d'Artillerie  à  la  Coropiie. 
(Suite;  1897,  voir  p.  29) 


Si  nous  cherchons  les  circonférences  radicales  du  faisceau  que 
l'on  obtiendrait,  et  de  la  circonférence  donnée,  elles  passeront  par 
le  point  p,  d'où  il  suit  que  l'on  aura  les  susdites  lignes  en  joi- 
gnant un  point  quelconque  du  diamètre  perpendiculaire  à  HK 
avec  le  centre  0;  puis,  en  prenant  comme  centre  le  milieu  I  de 
cette  droite  et  pour  rayon  la  distance  Ip. 

Si  la  circonférence  (0)  dégénère  aussi  en  un  cercle  point,  nous 
aurons  à  trouver  la  circonférence  anti-radicale  d'un  point  0  par 
rapport  à  un  autre  point  p  ;  il  est  facile  de  voir,  qu'il  suffira,  pour 
l'obtenir,  de  prolonger  Op  d'une  longueur  pO'  =  Op.  On  a  ainsi 
le  centre  0'  ;  le  rayon  R'  aura  pour  valeur  d\'i  ;  il  en  résulte,  par 
conséquent,  que  la  circonférence  anti-radicale  d'un  point  par  rap- 
port à  un  autre  point  est  toujours  réelle  et  que  ces  deux  points 
sont  inverses  par  rapport  à  la  circonférence. 

Si  le  point  0  reste  fixe  et  que  l'autre  se  meuve  sur  la  ligne  Op, 
l'hyperbole  équilatère  H,  envelo[)pe  des  cercles  anti-radicaux,  que 
nous  considérons  dans  le  cas  où  nous  associons  une  circonférence 
et  un  point,  dégénère  dans  ce  cas  en  deux  droites  qui  ont  pour 
équation 

ce  sont  les  asymptotes  de  l'hyperbole  H. 

Puisque  deux  points  et  la  circonférence  anti-radicale  sont  tels 
que  les  susdits  points  sont  les  jioints  limites,  nous  pourrions 
citer  plusieurs  propriétés  correspondantes  ;  nous  nous  borne- 
rons à  énoncer  la  suivante,  que  nous  aurons  à  utiliser  dans  la  suite. 

Si  Vo7i  joint  im  j^oint  quelconque  A,  du  plan,  aux  deucc  points 
0  et  p  et  que,  sur  les  extrémités  de  AO  et  ko,  on  élève  des  perpen- 
diculaires, ces  droites  et  la  p)olaire  de  A  par  rapp)ort  à  la  cir- 
conférence anti-radicale  correspondant  avx  points  0,  p,  sont 
concourantes. 

Si  l'on  veut  trouver  le  lieu  géométrique  des  points  d'inlersec- 
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tioii  (le  tes  droites,  lorsque  A  décrit  une  certaine  ligne,  il  faudra 
avoir  recours  aux  formules  suivantes,  bien  faciles  à  obtenir, 

x  =  d  —  X,       //  =     ^'  Y "  ' 

en  appelant  cl  la  distance  Op,  et  en  prenant  pour  axes  cartésiens 
la  droite  Op  et  la  perpendiculaire  en  0.  Ces  formules  font  voir 
que  si  le  point  A  décrit  une  droite  passant  par  0,  le  point  corres- 
pondant décrit  une  autre  droite,  perpendiculaire,  en  0,  à  la  pre- 
mière. Lorsque  le  point  A  décrit  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  //, 
le  point  correspondant  décrit  une  autre  parallèle. 

Si  le  point  décrit  une  parallèle  à  l'axe  des  x,  l'autre  point  dé- 
crit une  parabole.  Tout  cercle  qui  passe  par  Op  se  correspond  à 
lui-même.  A  la  parabole  ayant  pour  équation  x-  =  •ipy,  corres- 
pond une  hyperbole,  etc.. 

Etant  donnée  une  circonférence  (0'),  sur  un  de  ses  diamètres, 
il  n'y  a  que  deux  points  0  et  p  (ou  les  symétriques  par  rapport  à 
0  ),  tels  que  le  cercle  anti-radical  de  0  par  rapport  à  p  soit  (0). 
Nous  pourrions  nommer  ces  points,  ainsi  liés  à  chaque  circonfé- 
rence du  plan,  poinls  radicalemeal  associés  à  la  susdite  circon- 
férence. Si  l'on  ne  fixe  pas  le  diamètre,  dans  ce  cas  les  lieux 
géométriques  de  0  et  p  sont  deux  circonférences  concentriques  à 
la  proposée  ;  le  rayon  de  l'une  est  double  de  celui  de  l'autre  et  celui 
de  (0)  est,  par  rapport  à  ceux-ci,  la  moyenne  proportionnelle. 
Nous  pourrions  donner  aussi  à  ces  cercles  la  dénomination  de  cer- 
cles radicaleînent  associés  à  (0').  D'ailleurs,  et  en  vertu  de  ce 
que  nous  venons  de  dire,  on  peut  déduire  la  proj)Osilion  suivante. 

On  considère  une  circonférence  de  centre  0  et  ses  deux  cir- 
conférences  radicalement  associées,  et  Von  trace  un  rayon  quel- 
conque oabc  (a,  &  et  c  sont  les  poinls  où  il  coupe  successivement 
\es  {ro\s  c'wconidrQwcçs).  Si  yiousjoiijnons  an  point  quelconque 
A  du  plan  aux  points  ^  et  c  et  que  nous  élevions  des  perpendi- 
culaires, en  ces  points,  aux  droites  obtenues,  les  perpendiculaires 
et  la  polaire  de  A  par  rapport  au  cercle  donné  sont  concou- 
roiites. 

Si  l'on  prend  en  particulier  le  point  A  sur  la  circonférence 
donnée  (0)  il  en  résulte  cette  autre  proposition. 

Les  perpendiculaires  aux  extré/nités  des  di-oilcs  qui  Joiijurnt 
un  point  A   d''une   circonférence   aux  extrémités   d'un   nu^me 
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raijon  des  circonférences  radicalement  associées  se  coupent  sio' 
l:  taiigente  en  A  à  la  circonférence  primitive  ;  -par  conséciuent, 
celte  tangente  est  le  lieu  géométrique  des  intersections  de  toutes 
les  jiet'pendiculaires  relatives  au  point  A, 

Si  les  coordonnées  de  deux  points  A  et  A'  sont  respectivement 
a  et  b,  a'  et  b'  l'équation  de  la  circonférence  anti-radicale  de  A 
par  rapport  à  A'  est  : 

X-  +?/-  4-  2{a —  2a')c-+-  i{b- — 2b')y -{-•î{a"- -^b'-)  —  {a^ -{- h~)  =  o . 

{A  suivre). 

NOTICE  HISTORIQUE 

SUR    LA    GÉOMÉTRIE    DE    LA   MESURE 
Par  M.  Aubry 

[Suite,  voir  1897,  page  38) 


METHODE    DES    INDIVISIBLES 

Les  grecs,  amoureux  du  plastique,  n'avaient  pas  su  dégager 
l'idée  de  l'infini.  Leur  système  cosmique  rétrécissait  l'univers, 
comme  leur  mythologie  rétrécissait  la  nature  ;  Leucippe  et  Démo- 
crite,  qui  avaient  imaginé  les  atomes  et  proclamé  l'existence  de 
mondes  sans  nombre,  n'avaient  obtenu  qu'un  succès  relatif;  la 
méthode  d'exhaustion  contenait  bien, en  germe,  la  méthode  infini- 
tésimale, mais  —  pour  se  mettre  à  l'abri  des  disputes  des  rhéteurs, 
—  ils  n'en  avaient  pas  exprimé  le  principe,  et  à  chaque  fois  qu'ils 
l'employaient,  il  fallait  recommpncer  toute  la  période  des  dé- 
monstrations. Satisfaits  des  résultats  particuliers  obtenus  à  l'aide 
de  ce  merveilleux  instrument,  ils  n'avaient  pas  cherché  à  le  rendre 
plus  simple  et  plus  commode. 

Mais,  au  xv!*"  siècle,  le  sentiment  de  l'infini  se  faisait  jour  et 
gagnait  d'autant  plus  de  terrain  que,  —  sous  l'influence  du  pro- 
digieux souffle  de  vie  qui  animait  la  production  des  savants  do  la 
Renaissance,  —  on  commençait  à  s'attaquer  à  la  Scolaslique,  — 
cette  roue  majestueuse  tournant  à  vide,  —  et  que  la  raison,  se 
révoltant  contre  l'autorité  d'Aristote,  tentait  de  rejeter  les  bé- 
quilles avec  lesquelles  il  avait  voulu  qu'elle  se  promenât  à  sa 
suite.  Bernard  Palissy  ramène  la  philosophie  à  l'étude  de  la  na- 
ture;   Galilée   crée   la    méthode   expérimentale;    l'invention    du 
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télescope  et  du  microscope  rend  palpable,  pour  ainsi  dire,  l'exis- 
tence de  l'infinitiient  grand  et  de  l'infiniment  petit;  l'infini  ma- 
thématique, qu'on  voyait  déjà  dans  les  écrits  d'Oresme  et  de  Cusa, 
est  devenu  familier  aux  esprits.  C'est  alors  que  naquit  la  méthode 
des  indivisibles. 

KEPLER 

On  peut  considérer  Kepler  comme  l'auleur  de  cetle  méthode. 
Servi  par  une  puissante  faculté  de  travail  et  une  imagination 
brillante  et  aventureuse,  il  avait  osé  concevoir  comme  accessible 
à  l'esprit  humain,  la  découverte  des  lois  du  mouvement  des  corps 
célestes  et  entreprendre  cetle  recherche,  qu'il  put  mener  à  bonne 
fin,  en  déduisant  de  l'observation  et  d'immenses  calculs  d'essai 
les  lois  qui  portent  son  nom,  —  les  plus  générales  que  nous  con- 
naissions dans  la  nature  —  lois  alors  empiriques,  il  est  vrai, 
mais  dont  Newton  a  révélé  plus  tard  l'exactitude. 

Le  génie  novateur  de  Kepler  a  aussi  ouvert  à  la  Géométrie  des 
horizons  nouveaux  particulièrement  dans  la  partie  dont  nous  re- 
traçons l'histoire.  S'étant  occupé  incidemment  de  l'évalnation  do 
la  contenance  des  tonneaux,  il  imagina  {nova  slereomelria  do- 
liorum,  Linz,  i6i5),  de  considérer  les  corps  produits  par  la  révo- 
lution des  sections  coniques  —  non  plus  autour  de  leur  axe,  ce 
qu'avait  fait  en  partie  Archimède  —  mais  autour  d'une  droite 
quelconque  de  leur  plan,  ce  qui  lui  donna  quatre-vingt  sept  solides 
nouveaux,  auxquels  il  imposa  des  noms  spéciaux  et  dont  il  essaie 
de  trouver  la  cubalure.  Le  grand  nombre  de  problèmes  qu'il 
s'était  proposés  —  et  qu'il  ne  résout  du  reste  que  pour  le  cas  du 
cercle  et  d'une  ellipse  dont  un  des  axes  est  parallèle  à  l'axe  de 
rolalion,  —  l'amenèrent  à  chercher  la  simplification  des  méthodes 
connues.  Il  aborde  franchement  l'idée  de  l'infini  :  ainsi  la  circon- 
férence est  un  polygone  d'une  infinité  de  côtés;  le  cercle  est 
composé  d'une  infinité  de  triangles  avant  pour  sommet  commun 
le  centre,  [)our  hauteur,  le  rayon,  et  pour  bases  les  C(Més  inlini- 
mont  petits  de  la  circonférence.  La  sphère  peut  être  considérée 
fomme  l'assemblage  d'une  infinité  de  cùnes  ayant  leur  sommet 
comnmn  au  centre  et  leurs  bases  formées  des  parties  infiniment 
pctiles  de  la  surface  sphérique. 

Mais  sa  méthode  repose  surtout  sur  l'idée  de  la   transformation 
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des  figures  et  l'emploi  de  la  proposition  générale  suivante,  que 
nous  appellerons  théorème  de  Kepler,  bien  qu'il  ne  l'ait  pas 
énoncé  formellement,  et  encore  moins  démontré. 

(G)  Si  deu.v  solides  compris  entre  deux  plans  parallèles  sont 
tels  qu'un  plan  quelconque  parallèle  entre  les  deuoc  premiers 
coupe  les  deux  solides  suivant  deux  sections  égales,  ces  deux 
solides  0)it  des  volumes  ègaur.  Cette  proposition  peut  se  dé- 
montrer aisément  à  l'aide  du  théorème  d'Arcliimède  (F)  et  du 
théorème  d'Eudoxe  (A),  en  montrant  préalablement  que  deux 
cylindres  de  même  hauteur  et  à  bases  quelconques  mais  égales 
sont  égaux.  L'extension  est  facile  au  cas  où  le  plan  sécant  déter- 
mine des  sections  en  proportion  constante,  ainsi  qu'à  celui  de 
deux  figures  planes  comprises  entre  deux  parallèles  et  telles 
qu'une  transversale  parallèle  quelconque  y  détermine  deux  seg- 
ments proportionnels. 

Nous  avons  dit  que  Kepler  a  trouvé  le  volume  produit  par  un 
cercle  ou  une  ellipse  tournant  autour  d'une  parallèle  quelconque 
à  un  axe  {annulum,  aujourd'hui  tore,  si  la  droite  est  extérieure, 
et  malum  si  elle  est  intérieure).  Voici,  par  exemple,  l'ingénieuse 
construction  qu'il  donne  pour  ce  dernier  cas.  Sur  le  demi-cercle 
ou  la  demi-ellipse  {fig.  20)  (*)  comme  base,  construisons  un  cy- 
lindre droit  que  nous  couperons  par  un  plan  passant  par  l'axe 
AC  et  le  point  E  situé  sur  la  génératrice  BE  à  une  hauteur  BE 
égale  à  la  circonférence  ayant  BD  pour  rayon.  Un  plan  quel- 
conque iM,um,  parallèle  au  plan  EBD,  coupe  ce  solide  suivant  un 
triangle  égal  au  cercle  ayant  u.ni  pour  rayon.  Par  conséquent,  ce 
solide  et  celui,  —  sphère  ou  sphéroïde,  —  produit  par  la  révo- 
lution de  ABC  autour  de  AC  sont  dans  le  cas  du  théorème  (G)  et 
sont  par  conséquent  égaux.  Par  la  parallèle  MP  à  AC,  me- 
nons deux  plans  M-,  MNl',  l'un  perpendiculaire,  l'autre  paral- 
lèle au  plan  ABC.  Le  volume  proposé  produit  par  la  révolution 
de  MNP  autour  do  MP  égale  le  solide  MPNE;  en  effet,  menant  le 
plan  STR  parallèle  au  plan  EDB,  on  voit  que  SR  égale  la  circon- 
férence ayant  TR  pour  rayon.  Or,  le  solide  MPNE  se  déduit  du 
solide  AECB  en  en  retranchant  d'abord  deux  fois  le  solide  X^\[im 


Cj   Nous   avons   substitué   à    la    figure   donru^e   par  Kepler,    une   autre 
figure,  plus  clairo  et  plus  complète. 
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égal  au  voluruo  obtenu  ou  faisant  tourner  le  segment  Au/y/ aulour 
de  sa  flèche,  volume  qu'Archimède  a  appris  à  mesurer  ;  ensuite 
le  prisme  puM  ;  enfin  le  cylindre  MrBN. 

On  comprend  que  les  esprits  durent  être  frappés  de  la  simpli- 
cité des  procédés  de  Kepler  et  qu'on  dût  essayer  de  les  étendre  et 
d'établir  ses  principes  sur  des  bases  rigoureuses.  Aussi  voit-on 
Guldin,  G.  de  Saint-Vincent,  Cavalieri,  Descartes,  Fermât,  Ho- 
berval,  Tacquet,  Pascal,  s'inspirer  des  idées  lumineuses  contenues 
dans  l'ouvrage  de  Kepler. 

{A  suivre). 

EXERCICES  0 

9.  —  En  uti 2^oint  M  dhme  ellipse,  de  centre  0,  on  mène  la 
normale  sur  laquelle  on  prend  deux  longueuis  MX,  MN'  égales 
au,  demi- diamètre  OM',  conjugué  de  OM.  On  prend  aussi  sur  la 
normale  en  M',  deux pioints  N,,  N',  tels  que  M'Nj  =  M'N'j  =  OM. 
Montrer  que  si  N  et  Nj  sont  situés  chacun  du  même  côté  de  la 
tangente  en  M  et  de  la  tangente  en  M'  : 

1°  La  somme  des  carrés  des  côtés  du  quadrilatère  NN'N'jNj  est 
constante  et  égale  à  la  somme  des  carrés  des  axes  de  V ellipse 
donnée  ; 

2°  Lorsque  M  se  déplace  sur  Vellipse  donnée,  chacune  des 
droites  iNNj  et  N'N',  enveloppe  un  cercle. 

10.  —  Rendre  rationnelle  Véf/nation 

b'.!(ax)  ^  —  a2(by)  "^  =  a-'b^[(a.x)  '"  -h  (by)  "']'. 

11.  —  On  considère  une  parabole  P  et  une  droite  D  parallèle 
à  l'axe  de  P.  Soient  M  un  p)oint  quelconque  2iris  sur  D  et  AB  In 
corde  polaire  de  P  pa)-  rapport  à  M.  Montrer  que  :  i°  le  lieu  du 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  MAH  6'^^  îine  droite 
perpendiculaire  à  l'axe;  2°  le  lieu  de  V orthocentre  du  triangle 
MAB  est  une  ligne  droite  passant  2mr  le  sommet  de  la  parabole. 

12.  —  Soient  A',  B',  C  les  pieds  des  hauteurs  d'un  triangle 
ABC.    ()n  pretid  siir  chacun  des  côtés  le  point  conjugué  harmn- 

{')  l'ai-  M.  Barisieii. 
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n'Hpie  du  pied  de  la  Itatdeur  par  rapport  aux  extrémités  du 
calé  :  soient  A",  B',  C"  ces  points. 

Montrer  que  : 

i"  Les  droites  AA',  BB"  et  CG"  sont  concourantes  ; 

:>y  Les  droites  BB',  AA"  et  CC"  sont  concourantes  ; 

'S"  Les  droites  CC,  AA"  et  BB"  sont  concourantes  ; 

4"  Calculer  raire  du  triangle  formé  par  les  trois  droites 
A  A",  BB",  CC",  en  fonction  des  côtés  du  triangle  ABC. 

13.  —  Calculer  à  0,001  près  l'expression  (*) 


X  e^ 


—  1. 


CORRESPONDANCP] 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  A.   Mannheim Par  un  point 

fixe  0,  on  mène  un  plan  normal  à  une  surface  [m\  en  un  point  m 
de  cette  surface.  Dans  ce  plan,  on  élève,  du  point  o,  une  perpen- 
diculaire à  07n,  et  l'on  porte  sur  cette  droite  le  segment  om^  égal 
à  0771.  F^orsqu'on  fait  varier  la  position  du  point  7)i  sur  [?»],  le 
point  m^  se  déplace  sur  une  surface  [wij,  qui  est  la  surface  apisi- 
dale  de  [m]. 

Il  résulte  de  cette  définition  et  de  la  solution  de  la  question  697 
(page  23)  que  Vapsidale  d'un  plan  (P),  par  rapport  cà  un  point 
Arh'ûviùvQ  0  csi  U7i  cylindre  de  révolution  àoni  l'axe  est  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  o  sur  (P)  (**). 

La  solution  de  la  question  698  (page  48)  montre  que  l'apsidalê 
de  ce  cgli/idre  de  révohition,  par  rapport  au  même  point  o,  se 
(iom\iO?,e  à\ine  sphère  de  centre  o,  du  pla7i  {P)  et  de  son  symé- 
trique par  rapport  à  o. 

Les  questions  697  et  698  conduisent  donc  à  ce  résultat  : 

Si  un  cylindre  de  révolution  est  l'apsidalê  d'un  plan,  ce  plan, 
seul,  n'est  pas  l'apsidalê  de  ce  cylindre. 

D'une  façon  générale,  j'ai  montré  (***)  que,  contrairement  à  ce 
qui  avait  été  dit  :  Si  A  est  Vapsidale  de  B,  cette  dernière  surface 

(*)  On  trouvera  une  valeur  voisine  de  0,06. 

('*)  La  solution  de  la  question  697  donne  aussi  la  réponse  à  la  question 
()'|j  posée  dans  V Intermédiaire  des  ^[athêmaliqiies. 
{"")  Comptes-rendus  de  l'Académie  des  iScieuces,  i5  juin  189'). 
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n  est  pas  l'apsidale  complèle  de  A,  par  rapport  au  même  pôle, 
ou  encore  :  Deîtx  surfaces  ne  peuvent  être  apsidales  Vune  de 
faulre. 

BACCALAURÉATS 

(AVRIL  1896J. 


Académie  de  Lyon. 

i»  Questions  au  choix  :  (a)  Décomposer  le  trinôme  x*  -{-  px'^  +  y  en  un 
produit  de  deux  trinômes  du  second  de^ré  ; 

(6)  lixposer  la  théorie  des  annuités  ; 

(cj  Progressions  géométriques  ;  sommation  des  termes  d'une  telle  pro- 
jj'ression.  Entre  deux  nombres  donnés  «  et  6  insérer  n  moyens  géomé- 
triques. 

2"  Probicme  obliyatoirej.  —  On  donne  une  sphère  dont  le  rayon 
R  =  4»  et  l'on  demande  de  trouver  le  rayon  de  la  base  et  la  hauteur  de 
cône  de  volume  minimum  circonscrit  à  cette  sphère. 

Académie  de  Montpellier. 

(Calculer  les  côtes  d'un  triangle  isoscèle  connaissant  :  l'aire  de  ce  trian- 
gle et  la  surlace  totale  du  cône  qu'il  engendre  en  tournant  autour  de  sa 
hauteur.  Discuter. 

Académie  de  Nancy. 

1"  Questions  au  choix:  (a)  Démontrer  que  toutes  les  lignes  trigonomé- 
triqu  s  de  l'arc  a  s'expriment  rationnellement  en  fonction  de  tang  -; 

(b)  Connaissant  tang  a,  calculer  sin  -  .  —  Discuter. 

(c)  Résolution  trigonomélrique  de  l'équation  du  second  degré, 
a"  Problème.  —  Etudier  la  variation  du  quotient  : 

iix^  —  8x  —  5   , 
l'i.'-îï  —  3 1.7;  —  ïô 
quand  .r  varie  d'une  façon  continue  de  —  x  h  -{-  x  . 

Académie  de  Poitiers. 

lO  Questions  au  choix:  (a)  Démontrer  les  formules  d'addition  pour  le 
sinus  et  pour  le  cosinus. 

(b)  Connaissant  tang  a,  calculer  tang-  .  —  Discussion. 

(c)  Démontrer  qu'entre  les  angles  et  les  côtés  d'un  triangle  quelconque 
existent  les  relations 

a  =  6  CCS  G  +  c  cos  B, 

b  =:  c  008  A  +  a  cos  C, 

c  =  a  cos  B  +  6  cos  A, 
Déduire  de  là  les  formules  : 

a*  =  b'^  +  c-  —  360'  cos  A, 
6'  -^  c'  I-  ffî  —  'i.ca  cos  B. 
c*  =:  a-  -\-  h-  —  -iab  cos  C. 
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2°  Problème.  —  Une  pyramide  régulière  a  pour  base  un  carré.  Dans 
cliacun  des  triangles  isoscèles  qui  forment  les  laces  latérales,  on  représente 
la  base  par  :ia,  les  autres  côtés  par  y,  la  hauteur  opposée  au  côté  2a  par  h, 
la  hauteur  opposée  aux  côtés  y  par  x.  Calculer  ce,  et  calculer  le  cosinus  de 
l'angle  plan  qui  mesure  l'angle  dièdre  de  deux  faces  latérales.  Comment 
varie  cet  angle  lorsque  h  décroit  à  partir  de  -j-  00? 

Académie  de  Rennes. 

i"  Questions  au  choix  :  (a)  Dans  quel  cas  dit-on  que  des  relations  entre 
plusieurs  variables  sont  distinctes?  Combien  }•  a-t-il  de  relations  dis- 
tinctes entre  les  six  lignes  trigonométriques  d'un  même  angle  ?  Les  trouver 
et  montrer  pourquoi  elles  sont  distinctes.  En  déduire  les  valeurs  de  sin  m 
et  de  cos  x  en  fonction  de  tg  :c. 

(b)  Calculer  sin  -  et  cos  -  en  fonction  de  sin  x.  Discuter. 

2  3 

(c)  Résoudre  un  triangle  connaissant  deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  l'un 
d'eux.  Discussion. 

Problème.  —  On  forme  :  i»  le  carré  de  la  somme  des  carrés  des  deux 
entiers  consécutifs  a,  a  —  i,  2»  le  carré  du  double  2a  du  plus  grand 
de  ces  deux  nombres  ;  montrer  que  dans  la  division  de  ces  deux  carrés, 
la  partie  entière  du  quotient  et  le  reste  sont  aussi  des  carrés.  Si  a  est  le 
nombre  qui  suit  immédiatement  un  caVré,  le  reste  est  le  carré  qui  suit 
immédiatement  le  quadruple  du  quotient. 

Académie  de  Toulouse. 

Aux  extrémités  A  et  B  d'un  diamètre  d'une  circonférence  donnée  de 
rayon  R  et  de  centre  0,  on  mène  les  tangentes  AC  et  BD  à  cette  circon- 
férence et  l'on  désigne  par  C  et  D  les  points  d'intersection  avec  une  tan- 
gente CD  de  la  circonférence.  1°  Démontrer  que  le  triangle  COD  est  rec- 
tangle et  que  AC  X  BD  =  R2  ;  2"  Déterminer  la  tangente  CD  de  manière 
que  l'aire  du  trapèze  ACDB  soit  équivalente  à  celle  d'un  carré  de  côté 
donné  «;  3o  Déterminer  le  minimum  de  l'aire  du  trapèze  ACDB  lorsque 
la  tangente  CU,  menée  au  cercle,  varie. 

QUESTION  703 

Solnlion  par  M.  Rebeix  (Lycée  du  Puy). 


Si  clans  un  triangle  ABC  on  suppose  b  ■=  2c,  la  bissectrice 
extérieure  de  V angle  A  est  parallèle 
à  la  médiane  issue  dusommet  B. 

En  effet,  traçons  BD  parallèle  à  Al. 
On  sait  que  le  triangle  BAD  est  isoscèle. 

Donc  D  est  le  milieu  de  AC. 

Nota.  —  Solutions   analogues   par   MM.   Jorge   d'AviLLEz,    Plakhowo, 

E.  FoucART,   Angel   Bozal  Obejero,   à   Madrid,    DrozP'arnv,   L'Huillier, 

F.  Dauzats,  Goyens. 
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QURSTJON  70o 

S<»lii<ioii  ]iar  M.  L'Hiim.if.r. 


A,  H,  V  étant  Irais  points  donnés  et  ï)  une  droite  fi:.-p^  on  con- 
sidère tonles  les  coniques  V  passant  par  les  dexv  points  A,  lî  et 
pour  lesquelles  P  est  le  pôle  de  D  : 

x"  Les  secondes  cordes  communes  aux  coniques  V  et  à  une 
conique  T'  menée  par  les  points  A  et  B,  passent  par  unp)oint 
fixe  M. 

2°  Lorsque  la  conique  V  varie,  le  point  M  engendre  une  liyne 
droite.  (V"  ^^-  Prime). 

Projetons  la  figure  de  fac-on  que  les  points  A  et  B  deviennent 
les  points  cycliques,  les 
coniques  F  se  transfor- 
ment en  cercles  y  ayant 
même  axe  radical  à  sa- 
voir la  parallèle  h  d  k 
égale  distance  de  d  et 
p).  La  conique  r'  devient 
un  cercle  quelconque  y' 
et  la  corde  commune  ce 
passe  par  un  point  fixe 
o>  sur  l'axe  radical  des  d 
cercles  y- 

Si  y'  varie,   to  décrit 
l'axe  radical  des  cercles  y  . 

Nota.  —  Autres  solutions  de  MM,  F.  Dauzats,  Droz-Farny,  Soli.er- 
TiNSKY,  en  prenant  pour  ba«e  de  la  di^monstration  le  thôorè'me  di\  à 
Sturm  (si  trois  coniques  ont  une  corde  commune,  les  trois  autres  cordes 
sont  concourantes;. 


QUESTION  083 

Solution,  par  M.  A.  Droz-Farny. 


Les  points  remarquables  du  jilnn  d'un  triangle  qui  se  cons- 
truisent  avec  le  plus  de  simplicité  sont  :  le  centre  du  cercle  cir- 
concrit  qui  n^exige  que  douze  opérations  élémentaires,  le  centre 
de  gravité  et  Vorlhocenlre  qui  en  exigent  seize.  Montrer  qu'on 
peut  cofistruire  le  j^oint  de  Xagel,  dont  les  coordonnées  normales 
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T)  —  an  —  h     p  —  c    ,  ,         •    .  AI        •  j 

sont  ; ,  ' — ; — , el  le  potnt  M  qui  a  pour  coordon- 

a  h  c  ^  ^ 

j     2a  —  p     -ib  —  p     2C  —  p     y^         .  j.     j 

7iees  normales --,  ; — -,  — — — -,  Iv.n  et  l  autre  aussi 

a  oc 

avec  seize  opérations  élémentaires,  et  qu'il  en  est  de  même  des 
transformés  continus  de  ces  deux  points.  La  démonstration  peut 
se  déduire  presque  i)n)nédiaten!pnt  de  la  valeur  donnée  des  coor- 
données. (E.  Lemoine). 

Les  coordonnées  normales  du  point  N  de  Naoel  élaiit^ ,  etc., 

o  a 

si  l'on  prend  en  coordonnées  cartésiennes  pour  axes  des  .i  el  des  i/ 

respectivement  les  côtés  CB  et  CA  du  triangle  de  référence  ABC,  on 

a  immédiatement  pour  les  coordonnées  x=  a ,  V7=b- 

r  p  '  ^  p 

d'où  X  —  y  =  «  —  h,  ce  qui  détermine  une  droite  contenant  N 

et  parallèle  à  la  bissectrice 
de  l'angle  ACB  ;  on  aurait 
de  même  une  droite  conte- 
nant N  el  parallèle  à  la 
bissectrice  de  l'angle  ABC. 
On  en  déduit  la  construction 
suivante  :  de  A  décrivons  la 
circonférence  A(a) qui  coupe 
AC  et  A  Ben  L  et  L'.  Opéra- 
lion  (3Ci  4-  C3). 

.  Décrivons  de  C  la  circonférence  C(CL)  qui  coupe  CB  en  M.  et  de 

B  la  circonférence  B(BL')  qui  coupe  BC  en  M'.  Op  :  (4Gj  +  2C3). 

Les  droites  LM  et  L'M'  se  coupent  en  N.   Op   :  (4R,   -^  2R,). 

Op  :  totale  [4R,  -H  2R,  +  7C,  +  3C.,1. 

Simplicité  16;  exactitude  11  ;  deux  droites  et  trois  cercles. 

r»          I           •    .    M           1                -L             2aJ                         2ah         , 
Pour  le  pomt  3I,  on  trouverait  x  = a,  y  = 0, 

d'où  -v  —  y  =  ^^  —  «  et  des  formules  analogues  pour  les  trans- 
formés continus  de  ces  deux  points.  Les  constructions  géomé- 
triques sont  donc  analogues. 
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QUl^STION  701 

Solution,  par  M.  H.  L'Huillier. 


Résoudre  et  dicxiter  Véquation 

sin'"^  -h  cos"^.r  =^  a. 

(E.  JS'.  Burisien). 
On  a  sin-o?  H-  cos-.'-  =  i, 

élevant  au  carré 

sin^a;  H-  cos*^  =  i  —  2  sin-.r  cos^.f. 

iMullipliant  membre  à  membre,  on  a 

sin^o?  H-  cos^o?  =1  —  3  sin^a;  cos-x  ; 

multipliant  membre  à  membre  les  deux  dernières,  on  a 

sin*'*^;  +  008*"^"  =1  —  5  sin-a?  cos^a;  +  5  sin*a'  cos*j?. 

L'équation  proposée  se  réduit  à 

sin^2V  —  4  sin''2.r  =  -r-  (a  —  1), 

équation  bicarrée  dont  la  discussion  n'offre  aucune  difficullé. 

Nota.  —-  Solution  analogue  pai"  M.  Plackowo. 

QUESTfOXS  PROPOSÉES 


793.  —  D'un  point  0,  pris  arbitrairement  sur  le  plan  d'un 
triangle  donné,  on  mc'uo  une  parallèle  à  l'un  des  côtés  de  ce 
triangle  et  l'on  prend  l'harnionique  conjugué  de  0  par  rapport 
aux  points  où  elle  coupe  les  deux  autres  côtés.  Les  points  obtenus 
ainsi  sur  les  parallèles  menées  de  0  aux  trois  côtés  du  triangle 
appartiennent  à  une  même  droite.  {Mniutheim). 

794.  —  On  donne  une  circonférence  de  cercle  et  l'un  de  ses  dia- 
mètres. D'un  point  M  de  la  circonférence  on  abaisse  sur  ce  dia- 
mètre la  perpendiculaire  MP,  que  l'on  [)artage  en  M'  dans  un 
rapport  donné.  On  mène  la  droite  MT,  qui  joint  le  point  M'  au 
point  T  où  la  tangente  en  M  au  cercle  rencontre  le  diamètre 
donné.  De  l'un  des  points  où  MT  coupe  le  cercle  on  lui  élève  une 
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perpendiculaire.  Cette  droite  coupe  le  diamètre  en  un  point  F 
qui  est  le  même,  quel  que  soit  M  sur  le  cercle  :  c'est  ce  qu'on 
propose  de  démontrer  sans  considérer  l'ellipse,  lieu  de  M',  et  sans 
utiliser  les  propriétés  correspondant  à  celte  considération. 

{Mannheim). 

795.  —  Quelqu'un  place  une  somme  inconnue  X  dans  une  en- 
treprise. Chaque  année  il  retire  unesomme  A  qui  lui  est  nécessaire 
pour  vivre  et,  malgré  tout,  cette  entreprise  rapporte  chaque  année  \ 
de  ce  qui  reste,  quelle  est  la  somme  X,  sachant  qu'au  bout  de  n 
années  -,  le  capital  X  a  été  doublé.  (Elgé). 

796.  —  Etant  donné  un  triangle  AOB  rectangle  en  0;  on 
prolonge  OA  au-delà  du  point  A  de  la  longueur  AA'  =  OB,  et  on 
prolonge  013  au-delà  du  point  B  de  la  longueur  BB'  =  OA.  Mon- 
trer que  l'hypoténuse  AB  est  vue  dn  point  milieu  de  A'B'  sous 
un  angle  droit.  (E.  N.  BaHsien). 

■797.  —  Dans  tout  triangle  ACB,  rectangle  en  C,  on  a  les  rela- 
tions suivantes  entre  les  rayons  des  quatre  cercles  tritangents  au 
triangle  ACB. 

{Les  lettres  a,  b,  c,  p  ont  leur  significatioti  liahituelle). 


ra  +  n  =  c 

1 

2rc=jh 

r 

•  -1-  r,  =  «  H- 

h, 

r 

r 

r„  4-  Tî,  -t-  r, 
-h  r„  +  r„  = 

r,- 

2]) 

i 
r 

1     2 

7V        a 

{E.  X.  Bavisien). 


Le  Directeur-gérant, 

G.  DE  LOxNGCHAMPS. 


SAINT-AMAVD    (i:HER).    IHPRIMEBIE    SCIENTIFIQUE     ET    LITTBKAIHE,    DUSSIÉRE    FBÊRES. 
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sua  LES  CEUCLi:S  BlTAiNGEiNTS  AUX  CONIQUES 

Par  M.  A.  Tissot 

(Suite,    1897,    page    49.) 

46.  —  Pour  tout  cercle  hitangent,  la  demi-corde  principale 
d'un  point  quelconque  de  l'ellipse,  ou  la  tangente  menée  d'un 
point  quelconque  de  l'hyperbole,  est,  avec  la  distance  du  même 
point  à  la  droite  des  contacts,  da?}s  le  rajipovt  de  c  à  b.  Nous 
ontendons,  par  corde  principale  d'un  point  intérieur  a  un  cercle, 
celle  dont  ce  point  occupe  le  mi- 
lieu. 

Soient  0  {fig.  u6)  le  centre  d'une 
ellipse,  H  celui  d'un  cercle  bitan- 
,i;ent,  KU  la  droite  des  contacts, 
rencontrant  en  K  l'axe  non  focal, 
M  un  point  quelconque  de  la  jcj 
courbe,  MU  la  tangenle  en  M. 
L'intersection  U  de  celle  tangente 
avec  la  droite  des  contacts  appar- 
tiendra à  la  polaire  de  M  par  rap- 
port au  cercle  (4);  celle  polaire  sera 
donc  la  perpendiculaire  UX  abais-         '  F'?-  ^6 

sée  de  U  sur  HM.  Puisque  M  est  à  l'intérieur  du  cercle,  X  sera  en 
dehors  ;  'de  ce  dernier  point,  on  pourra  mener,  au  cercle,  deux 
tangentes,  dont  les  points  de  contact  seront  les  extrémités  de  la 
corde  principale  de  M.  L'un  de  ces  points  de  contact  étant  C,  le 
triangle  rectangle  CIIX  donnera  CM   =  MH.MX. 

Abaissons,  sur  KU,  MU,  les  perpendiculaires  MP,  HD  ;  soit  1, 
leur  intersection.  Les  poinis  D,  X  appartiennent  à  la  circonférence 
qui  serait  décrite  sur  IIU  comme  diamètre,  et  l'on  a  MH.MX 
■=  MD.MU.  De  même,  dans  la  circonférence  de  diamètre  lU,  on 
aurait  MD.MU  =  MLMP.  Il  vient  donc  CM'  =  MLMP. 

Maintenant,  si  l'on  tire  OM,  celte  ligne  passera  par  le  point  de 
rencontre  V  de  HD  avec  KU  [4|,  d'où  il  suit  que  les  lignes  MI, 
MP  sont  proportionnelles  à  OH,  OK,  par  conséquent  [451  t'i  c*,  h'\ 
On  a  ainsi 

MI  =  ~  M  P.  d'où  CM  =  î  MP. 

JOURNAL    DF.    MATH.    KLKM.    —    1897.  i 
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Si  la  courbe  est  une  hyperbole,  M  se  trouvera  en  dehors,  et  X 
en  dedans,  du  cercle;  le  point  de  conlact  de  la  langenle  issue  de 
M  sera  l'une  des  extrémités  de  la  corde  principale  de  X,  et  l'on 
pourra  appliquer,  à  cette  tangente,  la  démonstration  ci-dessus. 

De  la  propriété  qui  vient  d'être  établie,  il  résulte  que  la  droite 
des  contacts  est  l'un  des  axes  de  similitude  de  ti'ois  cercles  ayant, 
pour  centres,  trois  points  quelconques  de  la  conique,  et,  pour 
rayons,  des  longueurs  égales  ou  proportionnelles  aux  cordes  prin- 
cipales de  ces  points,  si  la  courbe  est  une  ellipse,  aux  tangentes 
qui  en  sont  issues,  si  la  courbe  est  une  hyperbole. 

47.  —  Un  point  étant  intérieur  à  un  cercle  hitangent  dans 
le  cas  de  l'ellipse  {extérieur  dans  le  cas  de  Vhijperholé),  suivant 
qu'il  sera  intérieur  ou  extérieur  à  la  conique,  il  y  aura  u?i 
rapport  plus  grand  ou  plus  petit  que  celui  de  c  à  h  entre  la 
deîni-corde principale  de  ce  point  {la  tangente  qui  en  est  issue) 
et  la  distance  du  même pioint  à  la  droite  des  contacts. 

En  effet,  pour  les  divers  points  d'une  perpendiculaire  au  second 
axe,  la  distance  à  la  droite  des  contacts  est  la  même,  tandis  que, 
le  point  s'éloignant  du  pied  de  la  perpendiculaire,  sa  distance  au 
centre  du  cercle  augmente,  par  conséquent  sa  corde  principale  di- 
minue (ou  la  tangente  qui  en  est  issue  augmente). 

Si,  dans  le  cas  de  l'ellipse,  la  perpendiculaire  au  second  axe 
menée  par  un  point  extérieur  ne  rencontre  pas  la  courbe,  son  pied 
sera  encore  celui  de  ses  points  auquel  correspondra  le  j)lus  grand 
rap[)ort;  or,  pour  lui,  le  rapport  sera  plus  petit  que  pour  le  som- 
met voisin,  car,  de  ces  deux  points,  c'est  le  second  dont  la  corde 
principale  est  vue,  du  milieu  de  la  corde  des  contacts,  sous  l'angle 
le  plus  grand. 

48.  —  La  propriété  du  §  16  a  ici  son  analogue. 

11  en  est  de  même,  lorsque  la  conique  est  une  hyperbole,  de  la 
propriété  du  §  17,  laquelle  permet  de  construire  un  cercle  hitan- 
gent à  cette  hyperbole  et  tangent  à  une  droite  donnée.  Mais,  dans 
le  cas  de  l'ellipse,  les  tangentes  au  cercle  ne  rencontrant  pas  la 
courbe,  c'est  à  une  autre  propriété  qu'il  faut  avoir  recours  : 

Deux  lig?ies  parallèles  se  trouvant  tangentes,  Vune  à  une 
ellipse.  Vautre  à  un  cercle  hitangent,  on  prolonge,  jusqu'à  la 
seconde^  le  rayon  de  l'ellipse,  mené  au  poi}it  de  contact  de  la 
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première,  et,  oh  prend,  dans  cette  ellipse,  la  polaire  du  point 
d^ intersection.  On  prolonge  ensuite  les  rayons  elliptiques  des 
extrémités  de  la  corde  2^olaire  jusqu'à  leur  rencontre  avec  la 
tangente  à  la  conique.  La  demi-longueur  de  la  portion  de 
droite  ainsi  déterminée  sur  cette  tangente  sera  dans  le  rapport 
de  c  à  b  avec  la  distance,  à  la  droite  des  contacts,  du  point 
dont  on  a  piris  la  polaire. 

Soient  0  {fig.  27)  le  centre  de  l'ellipse,  H  celui  du  cercle,  K  le 
miliou  de  la  corde  des  contacts,  lequel  est  situé  sur  le  prolon- 


gement do  IIU,  AB  la  langeute  au  cercle  en  un  point  A,  V  l'inler- 
seclion  du  rayon  AH  avec  la  droite  des  contacts.  Le  point  M  de  la 
conique  où  la  tangente  est  parallèle  à  AB  se  trouvera  sur  OV  [4]; 
soit  B  l'intersection  de  AB  avec  le  prolongement  de  OM.  La  polaire 
de  B  par  rapport  au  cercle,  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  AG 
abaissée  de  A  sur  IIB,  rencontre  la  droite  des  contacts  en  un 
point  D  qui  appartiendra  à  la  polaire  de  B  par  rapport  à  l'el- 
lipse [4]  ;  celle-ci  sera  donc  la  |)arallèle  menée  jjar  D  à  AB  ;  elle 
rencontrera  les  droites  Ail,  BU,  BO  et  la  courbe  en  des  points  E, 
L,  R  et  S.  Prolongeons  OS  jusqu'à  son  intersection  T  avec  la  tan- 
gente en  M  à  l'ellipse,  et  abaissons  BP  per|iendiculaire  sur  KV.  Il 
faut  démontrer  que  le  rapport  de  MF  à  BP  est  le  même  que  celui 
de  c  à  h. 

Les  lignes  AB,  ER  étant  parallèles,  on  a 

A\.RV=:  BV.EV. 
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De  ce  que  D,  E,  H,   K  sont  sur  une   même  circonférence,  on 

conclut 

EV.HV  =  DV.KV. 

Construisons  la  polaire  de  D,  qui  est  la  même  dans  le  cercle  et 
dans  l'ellipse  [1];  ce  sera  la  perpendiculaire  abaissée  de  B  sur 
DH  ;  soit  G  le  point  où  elle  coupe  DE  ;  désignons  par  I  et  J  ceux 
où  la  parallèle  menée  par  V  à  AB  rencontre  BG  et  BH.  Les  seg- 
ments GL,  LR  sont  proportionnels  à  IJ,  JV.  Dans  celte  propor- 
tion, on  peut  remplacer  GL  par  AB,  car  DE,  BH  étant  deux  des 
hauteurs  du  triangle  AUII,  la  troisième  hauteur  passera  par  L,  de 
sorte  que,  si  l'on  tire  AL,  cette  ligne  sera  perpendiculaire  à  HD 
ou  parallèle  à  BG,  et  ABGL  sera  un  parallélogramme.  D'après 
cela,  la  proportion  peut  s'écrire 

AB.JV^IJ.LR. 
Les  lignes  IV,  GR  étant  parallèles,  on  a 

BR.GI  =  BG.RV. 
Les  triangles  semblables  BJV,  BLR  donnent 

BV.LR  =  BR.JV, 
et  les  triangles  ABU,  HJV, 

AH.JV  =  AB.HV. 

Abaissons  BX  perpendiculaire  sur  le  second  axe  HK,  et  VY  sur 
AD.  Par  les  triangles  semblables  BIIX,  DYY,  on  aura  DV.BX 
=  BH.YY,  et,  par  les  triangles  ABU,  AVY,  qui  sont  aussi  sem- 
blables, BH.VY  =  AH.AV  ;  il  vient  donc 

DV.BX  =  AH.  AV. 

Enfin,  les  triangles  OBX,  OKV  donnent 

OB.KV  =  OY.BX. 

Multipliant  membre  à  membre  les  égalités  mises  à  la  ligne  dans 
ce  paragraphe,  on  obtient  OB.Gl.JV  1=  OV.BG.IJ,  relation  entre 
les  segments  déterminés,  sur  les  côtés  du  triangle  BIV,  parles 
points  0,  G,  J,  et  qui  prouve  que  ces  trois  points  appartiennent  à 
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une  même  droite.  Tirons  celte  droite.  Dans  le  triangle  OGR  coupé 
par  JV,  qui  est  parallèle  à  GR,  nous  aurons 

OV.GR  =  OR.JV. 

Menons  OW  perpendiculaire  à  HV.  Les  deux  quadrilatères  ho- 
mothétiques  ABPV,  OKVW  donneront 

OK.AB  =  OW.BP, 

et,  les  triangles  semblables  OHW,  HKV, 

OW.HV=OH.KV. 

De  V,  abaissons,  sur  BX,  la  perpendiculaire  VZ,  et  tirons  AZ. 
Si,  sur  BV  comme  diamètre,  on  décrivait  une  circonférence,  elle 
passerait  en  A,  en  P  et  en  Z,  do  sorte  que  les  angles  VAZ,  BVP 
sont  égaux  comme  ayant  pour  mesure  les  moitiés  des  arcs  sous- 
tendus  par  les  cordes  égales  YZ,  BP  ;  mais  les  angles  AVZ,  RDV 
étant  aussi  égaux,  les  triangles  AVZ,  DRV  sont  semblables.  On 
en  conclut,  VZ  étant  égal  à  BP, 

DR.AV  =  DV.BP. 

Puisque  BG  est  la  polaire  de  1)  dans  l'ellipse,  D  et  G  sont  con- 
jugués liarmoniques  par  rapport  aux  deux  extrémités  de  la  corde 
interceplée  sur  DG  ;  cette  corde  a  son  milieu  en  R,  et  RS  en  est  la 
moitié,  on  a  donc 

RS'  =  DR.GR. 

De  même,  puisque  DE  est  la  polaire  de  B,  les  points  B  et  R 
sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  M  et  au  point  diamé- 
tralement opposé,  et  l'on  a 

Ôm'  =  OB.OR. 

Si  l'on  multiplie  membre  à  membre  les  égalités  mises  à  la  ligne 
depuis  le  commencement  de  ce  paragraphe,  sauf  les  ciufj  pre- 
mières, et  si  l'on  observe  que  OH,  OK  sont  pri)|)ortionnels  à 
c2,  b^  [45],  et  CM,  OR,  à  MT,  RS,  on  oblicMidra  un.-  relation  (pii 
no  sera  autre  chose  que  la  relation  à  dôniontror,  dont  on  aurait 
élevé  au  carré  les  deux  membres  ai)rès  l'avoir  mise  sous  forme 
d'égalité  do  f»n)duits.  (.1  suivre). 
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RELATIONS  MÉTRIQUES 

ET    TRIGONOMÉÏRIQUES 

ENTRE    LES    ELEMENTS    LINEAIRES    ET   ANGULAIRES 

DU    QUADRILATÈRE    INSCRIT    COMPLET 

Par  M.  Lecocq,  ancien  professeur  au  Lycée  d'Avignon. 

(Suite,  1897  ;  p.  53j. 


16.  —  Données  relatives  aux  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires. 

Soit  un  losange  EjGjE'G';  posons  : 

LE,  =  LE'  =  a 

LGi  =  LG'  =  p, 

et  prenons  sur  les  diagonales  prolongées,  considérées  coninie  axes 
de  coordonnées,  LQ  =  7     LS  =  ô. 

Les  droites  SEi  SE'  et  QGi  QG'  forment  en  se  coupant  un  qua- 
drilatère inscriptible  ABCD. 

Les  formules  :    ,    . . =  r  ,  -___■--  =  r" ,  représentent  les 

distances  du  point  L  aux  droites  SEj  et  QGj  de  sorte  que  la  rela- 
tion : 

(note.)  "'^        -        P"^ 


V/a-  +  o^        /p2_^^2' 

^P  •  IL 

—  savoir  :  rt  +  c  =  a  H-  0, 


s'applique  au  quadrilatère  à  la  fuis  inscriptible  et  circoascriplible. 

17.  —  Coordonnées  des  points  A,  B,  C,  D,  et  formules  des 
côtés  a,  b,  c,  d. 

^a;  X,  —  —    §.,_^3   ,     Vi  -  —  •  g.^  _  ap   ' 
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^u;  X,  —    3^^  _^  ^p   ,  ij,  —         ..^  _^  ^p   , 

d'où  : 


_  2pYo(Y  —  g)  V^o-  4-  «"         ,  _  2aYo(o  +  ^)  V^^"-"+  t' 

qu'on  peut  écrire  : 

a  h 


P(Y   h-  a)  \/a^  +  0^'         a(o  —   p)  \/p  +  y' 

c  C^  2Y0 


et  l'on  trouvera  réciproquement  : 


(a  —  c)  (c^  —  &)  \/(7J  —  a)  {p  —  c) 

P  _  ï 


(«_c)  (f;_6)v/{p~-=:6)(^-:=7Ô      (f/-  6) {a  -+-  c)v/(i3  — a)(p  — c) 

J hl 

~  {cl  -V-  h)  {a  —  c)  ['{p'^hyp—lT)  ~  («'  — 'c'O  (^«^^  —  ^'V 

Ce  tableau  permettra  de  transformer  les  formules  fonctions  de 
a,  b,  c,  cl  en  formules  fonctions  de  a,  S,  y>  ^  et  inversement. 

18.  —  E.ceinples  de  quelques  Iransfunnations. 

.,  _  8apY'5^  (oï  +  «P)  V^^^^"h^o"'  V^P^'^rT' 
—  (5:!y'  —  «'P')' 

....         4Y"ô-(a^  +  P-) 

K-  —  ZJ i î_/    ^r:  ?/?>; 

Y-o-  —  a-'p- 

2Y^  s'y-  H-  P-  -f-Yj  K'^.^  -\-  p-         //;•        il_2lJi.'* 
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(note  2)         b  =  ^2-5 TçTi  =  I'    ,^,  =  2/.Lil"  {  ) 

_  yo  v^g-  +  [J^  y/g-  -+-"o^  y^^''  -t-  y' 

Soit  ).  l'angle  de  L(o  avec  SQ,  on  a  : 


„  ,  ,^,        \Jahcd  —  S 

P,0_LP=   ^^; , 

pp,  ^ jQs(a  -  c)  {d—h)  ^  ^^Y^(a^  -+-  5^)  -  g^e^  (3^  +  t^_) 

4/(fl    -h    c)    [d   +    h)  (§2^2  _    3j2p2)  ^^2    _,_    g2 

d'où 

tff  X  =         4(S  —  y/^î^)  (a  +  c)  (c^  +  h) 

{a  —  c)  (f/  —  b)  [{a  +  c)^  —  (c^  4-  &;2l 

4(S  —  \/^^b^)  {a  -H  c)  (rf  -i-  ^) 
2p£  (a  —  c)  ((i  —  h) 

Cette  expression  de  tg  À  devient  indéterminée  par  l'hypothèse 
£  =  0  puisque  alors  S  =  s/ahcd. 

Sa  vraie  valeur,  donnée  par  la  position  de  la  tangente  en  w  au 
cercle  de  diamètre  SQ  est  : 

ac{d  —  hy  —  hd{a  —  c)- . 
2(rt  —  g)  {d  —  h)  ^nbcd 
Pour  lever  l'indétermination,  on  se  servira  de  : 

i6S^  =  (la  —  e)  (2&  +  e)  (2C  —  t)  {id  -H  t), 

en  ne  gardant  que  les  premières  puissances  de  t. 
On  trouvera  encore  : 

IX  =  ^o'  +  yS 

2gPY0|^  ,.,>o  ,oR2  _    ^Q'ï'^^  ^  —   r,-^    ^^' 

_  Y-^(g^  +  50  (a^  -  P^) 

_  8^([J^  +  Y^)(ï^-«^)  op  _  5Y(a^  +  SQ  (p^  +  Y^) 

^      ~  |a(o  Y  —  «'PO         '  ~  Kô^ï'  —  a'!^')        * 

{•)  Comme  conséquence  de  la' formule  S  =  a/"  X  LP',  on  trouvera  que 
l'aire  d'un  trapèze  isocèle  est  quadruple  de  celle  du  triangle  ayant  pour 
sommets  :  les  milieux  des  diagonales,  et  le  point  de  rencontre  des  côtés 
non  parallèles. 
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19.  —  Cooi'do?inées  des  milieux  des  diagonales  et  direction 
c^eHK. 

l  r   =  —  .-- ^î-,  l  x^  =  .   ^^'^ 

milieu  de  la   V  *               OY  —  ap'  milieu  de  la   j     *         ^Y  +  ^?' 

diagonale  AC  ]                          aSo  diagonale  BD  j                   ^^y 

f  •^'  =  ""  ^Y-^^^  '  f  ^'  ""  37T^  ' 

(loù  (     .'  _  _         '^'P'Y 

^  =  ^  =  '-  ,        milieu  de  HK  i  .> 

.ri       a;^        7  / ,/  _  _        ^-'^  ^ 

(  ^  —      a-^Y'  —  <^'T  ' 
donc,  cette  droite  passe  par  L  et  est  parallèle  à  la  direction  symé- 
Irique  de  SQ  par  rapport  à  LS  ;  elle  passe  donc  par  le  milieu  M  de 
SQ.  Le  point  L  partage  HK  dans  le  rapport  des  diagonales,  car  : 


sn  = 

■'t;'"/'  ^"- 

SK=: 

^^^.       0K  = 

SH       QII       m 

SK  ~~  UK  ~  n  ' 

N 

Q 

v/y' 

+ 

^T- 

OY  • 

— 

a^ 

0 

v/y^ 

-h 

a^P'-î 

Sy  +  «? 

QH         Air 

d'où 

donc  SL  est  bissectrice  de  HSK  est  QL,  de  HQK. 

La  circonférence  décrite  sur  SQ  comme  diamètre  est  le  lieu  des 
points  tels  que  le   rapport  de  leurs  distances  aux  points  H  et  K 

171 

est  égal  à  —,  et  si  l'on  prend,  sur  LM  prolongée,  MT  =  ML,  la 

droite  HK  est  divisée  harmoniquement  par  les  points  L  et  T. 
Abscisse  à  l'origine  de  SK  ou  a'. 
Ordonnée  à  l'origine  de  QC  ou  ^'  : 


^,_hl(d-b)^^(p  —  a){p-c)        ,  _hl(a-cWip  —  b){p  —  d) 
~~        {a -i-  c)  {d -h  by        '     P  —         (^a  -h  c)'  {d -\- b) 

p'         c  '  Y^  0  '        "^  Y 

Les  points  conjugués  F,  F',  intersections  des  diagonales  avec 
QL   sont  liés  par  la  relation  MF.  MF'  =  j-  et,  comme,  d'autre 

part,  MIL  MK  =  y-  les  quatre  points  H,  K,  F,  F'  sont  sur  une 
mémo  circonférence.  {A  suivre). 
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SECONDE  NOTE 

SUR    LES    CERCLES    RADICAUX    ET    ANTI-RADICAUX 
Par  M.  Junn  J.  Duran-Loriga 

Commandant  d'Artillerie  à  la  Gorogne. 
(Suite  et  fin  ;  1897,  voir  p.  Sç)) 

La  considération  des  circonférences  radicales  et  anti-radicales 
dans  la  géométrie  de  triangle,  appliquée  à  des  circonférences  ef- 
fectives ou  évanouissantes,  nous  conduirait  à  des  faits  bien  inté- 
ressants, comme  nous  l'avons  observé  précédemment  dans  l'arlicle 
cité. 

Nous  nous  bornerons  à  étudier,  comme  application  très  simple 
les  circonférences  anti-radicales  d'un  sommet   d'un  triangle  par 
rapport  à  un  autre. 

Soit  ABC  le  triangle  proposé  et  supposons  son  périmètre  par- 
couru dans  un  certaiii  sens,  par  exemple,  dans  l'ordre  alphabé- 
tique, nous  trouverons  la  circonl'éreiite  anti-radicale  de  A  par 
rapport  à  B,  de  B  par  rapport  à  C,  et  de  C  par  rapport  à  A  ;  nous 
les  désignerons,  respectivement,  par 

(C,),  (AJ       et      (BJ. 

Nous  obtiendrons  les  centres  des  circonférences,  en  prolongeant 
les  côtés  (dans  le  sens  que  l'on  considère)  d'une  longueur  égale  à 
eux-mêmes;  quant  aux  rayons,  ils  auront  pour  valeurs,  c\^ 2, 
a\'  1  et  h\J  1. 

Cherchons  l'équation  du  cercle  (AJ. 

Nous  savons  que  dans  la  forme  indiquée  par  M.  de  Longchamps 
(J,  S.  1886,  p.  57)  l'équation  de  tout  cercle  est 

(a  -1-  p  -h  y)  (t^a  H-  u^  -i-  î^y)  —  «"^Y  —  ^"^Y  —  C-a3  =  0, 
u,  V  et  xc,  étant  les  puissances  des  sommets  du  triangle  par  rap- 
port au  cercle  que  l'on  considère. 

Dans  le  cas  où  nous  sommes  placé  l'on  a  : 

u  =  ih-  —  c^,       V  =  2a^,       H'  ^  —  a*  ; 
l'équation  du  cercle  (AJ  est  donc 

(a-Hp-4-Y)[(2&-^  — c2)a-+-2rt2p  — «-^y]  — «'Pï  — &'«T  — C^«P  =  o. 
D'une  manière  analogue,  ou  par  permutation  circulaire,  l'on 
obtiendra  celles  de  {B^)  et  (C,). 
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Si  l'on  veut  avoir  le  centre  radical  de  (A,),  (Bj)  et  (C,)  on  écrira 
-y  :  fJ  :  ^  =  a-pa  :  à'^pu  :  c^p,. 

Il  coïncide  donc  avec  le  centre  du  cercle  circonscrit. 
Calculons  le  ravon  du  cercle  orthotoniique. 
]ji  puissance  de  (►  par  rapport  à  (A,)  est 

ÔÂi  —  2  a\ 
mais  coninie 

cfA]  =  K^  -^  2a^ 

il  en  résulte  que  le  cercle  orthotoniique  a  pour  rayon  R,  et  coïn- 
cide avec  le  cercle  circonscrit. 

On  devait  prévoir  ce  résultat  en  observant  que  les  sommets 
étant  les  points  limités  du  faisceau  auquel  appartiennent  les 
cercles  anti-radicaux,  la  circonférence,  passant  à  la  fois  par  les 
trois  sommets,  doit  être  orthogonale  à  ces  cercles;  c'est  donc  la 
circonférence  orthotoniique  de  (A,),  (Bi),  (Cj). 

Les  polaires  du  centre  du  cercle  circonscrit  par  rapport  aux 
cercles  que  nous  étudions,  passent  par  les  sommets  du  triangle 
tangentiel  (*)  car  les  perpendiculaires  à  OB,  OC  et  OA  en  leurs 
extrémités  se  coupent  sur  les  points  en  i[uestion. 

Les  polaires  dont  nous  parlons  partagent  les  côtes  du  triangle 
fondamental  dans  le  rapport  de  2  :  i. 

La  polaire  du  sommet  A  par  exemple,  par  rapport  au  cercle 
(Al)  passe  par  le  point  A'  symétrique  de  A  par  rapport  au  centre 
du  cercle  circonscrit,  parce  que  les  perpendiculaires  en  B  et  C  aux 
côtés  AB  et  AC  se  coupent  en  A'. 

Les  points  B  et  C  étant  inverses  par  rapport  au  cercle  (A,)  il 
en  résulte,  que  si  nous  traçons,  par  C,  une  corde  quelconque  )>in 
dans  ce  cercle,  les  points  vi,  n,  B  et  Ai  sont  concycliques. 

Comme  les  points  II  et  K  (points  où  le  côté  BC  coupe  le  cercle 
(A,)  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  B  et  C,  on  a  : 

HB         ,_ 

par  conséquent,  pour  un  point  quelconque  n  de  la  circonférence 
(A,)  on  a  : 

nB    =  îtÏC  . 

0  C'est  le  triangle  form^  par  les  points  associés  au  point  de  Lemoine. 
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Ainsi,  celte  circonférence  est  le  lieu  géométrique  de  points  1 
tels  que  le  carré  de  IB  soit  le  double  du  carré  de  IC. 

Les  polaires  d'un  sommet  quelconque  du  triangle  par  rapport 
aux  cercles  (Aj),  (B,)  et  (C,)  sont  concourantes. 

Les  polaires  d'un  des  points  de  Brocard,  par  rapport  aux  cir- 
conférences que  nous  étudions,  passent  par  le  point  diamétrale- 
ment opposé  de  la  circonférence  adjointe  correspondante.  On  peut 
vérifier  un  fait  analogue,  si  l'on  considère  les  centres  isogones  et 
les  cercles  de  ïorricelli. 

Si  sur  OAj,  UBj  et  OCj,  comme  diamètres,  on  décrit  des  circon- 
férences, celles-ci  sont  les  radicales  du  cercle  circonscrit  et  des 
cercles  (AJ,  (BJ  et  (CJ.  Ainsi  on  voit  d'une  autre  manière  que  les 
axes  radicaux  de  ces  derniers  passent  par  0.  Les  puissances  des 
sommets  du  triangle  par  rapport  aux  cercles  de  Neuberg  et  aux 
cercles  (AJ,  (BJ  et  (Cj)  sont  égales  et  de  signes  contraires;  par 
exemple,  la  puissance  de  C  par  rapport  à  N^  est  égale,  au  signe 
près,  à  celle  de  C  par  rapport  à  (AJ,  c'est,  pour  ce  motif,  que  les 
circonférences  radicales  des  cercles  énoncés  passent  par  les  som- 
mets du  triangle  fondamental. 

L'équation  de  ces  cercles  radicaux,  par  exemple,  celle  du  cercle 
qui  correspond  à  (N„)  et  (AJ  est  : 

(i)  (a-f-  p  -h  y)[(2&'^  —  c^ja  H-  3a"2p] — 2a^^-(  —  o.h'h'i  —  2C"-aP  =  o. 

Si  nous  voulons  calculer  le  rayon  p  de  la  circonférence  (i),  il 
suffira  de  substituer  dans  la  formule 

P  =  \  \/2(R-^4-R'^J-ri2, 

les  valeurs 

R  =  «  V^a,       R'  =  -  \/cot^w  —  3,       (^  =  2  y/o  -+-  cot-to, 

on  trouve  ainsi 

a 

p  =  7-  cosec  M. 
4 

L'on  pourrait  obtenir  aussi  ce  résultat  en  faisant  observer  que 
la  droite  qui  joint  C  au  centre  du  cercle  radical  est  parallèle  et 
égale  à  la  moitié  de  BN^. 

Les  axes  radicaux  des  cercles  de  Neuberg  et  des  cercles  (AJ,  (BJ 
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et  (G,)  pussent  par  les  sommets  du  premier  triangle  de  Biocard 
(points  semi-réciproques  du  point  de  Lemoine)  et  coupent  les 
côtés  du  triangle  fondamental  dans  le  rapport  2:1.  Par  exemple, 
l'axe  radical  de  (X,,)  et  (Aj),  passe  par  le  sommet  A,  dont  les  coor- 
données sont 

a  :  3  :  Y  =  a-  :  c-  :  è^. 

Les  polaires  du  point  de  Tarry  par  japport  aux  cercles  (AJ, 
{B^)  et(C,),  concour(Mit  au  point  de  Steiiier. 

Le  triangle  des  centres  Aj  B,  G,  est  (riplement  homologique 
avec  le  fondamental  ;  A,  B,  G  étant  les  cenires  d'homologie  et  les 
côtés  du  premier  étant  les  axes  de  cette  homologie. 

Entre  les  cùtés  du  triangle  A,  B,  Gj  on  a 

\Bl  -+-  B,Cj  +  Â^g'  =  y  (a'  -i- b-^  -^  0-2), 

c'est-à-dire  que  la  puissance  totale  du  premier  triangle  est  sept 
fois  celle  du  second. 

La  polaire  du  sommet  B  par  rapport  au  cercle  (AJ  est  la  per- 
pendiculaire à  BC  au  point  G;  les  axes  radicaux  des  mêmes  élé- 
ments sont  les  médiatrices. 

Dans  le  cas  jjarliculier  ou  dans  un  triangle  on  a 

c"^  =  2b-, 

(Aj)  devient  le  cercle  d'Apollonius. 

Si  le  périmètre  est  parcouru  en  sens  contraire,  il  en  résultera 
d'autres  cercles  (Aj),  (BJ  et  (CJ  ayant  des  propriétés  analogues  à 
ceux  des  (A,),  (BJ  et  (G,).  JJe  la  combinaison  des  uns  et  des 
autres  on  peut  déduire  d'autres  propriétés;  par  exemple,  les 
centres  radicaux  de  (N„),  (AJ,  (A,);  (NJ,  (BJ,  (B,)  etc.,  sont  les 
sommets  du  premier  triangle  de  Brocard. 

L'on  pourrait  citer  plusieurs  autres  propriétés;  mais  nous  nous 
réservons  pour  un  troisième  article  l'exposition  des  applications  à 
la  géométrie  du  triangle,  en  particulier,  qui  se  déduisent  facilement 
de  la  considération  et  des  propriétés  des  cercles  radicaux  et  anti- 
radicaux. 
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Inscrire  dans  un  quadrant  de  cercle  un  carré  dont  l'un  des 
côtés  soît  paral/èle  à  la  corde  de  ce  quadrant. 

Soit  D  le  milieu  de  AC  ;  traçons  BD  et,  de  B  comme  centre, 
décrivons  l'arc  Ca  ;  des  points  B,  A,  comme  centres,  avec  une 
ouverture  de  compas  égale  à  la  corde  Ca,  traçons  les  arcs  u,  v, 
qui  donnent  les  points  p,  o  sur  l'arc  BSA  ;  po  est  le  côté  du  carré 
cherché. 

Pour  le  démontrer,  abaissons  DG  perpendiculaire  sur  AB  ;  nous 

observerons    d'abord    que   BG 
=  3AG. 

En  effet,  la  bissectrice  CS  de 
BCA  coupent  BA  en  P,  on  a 

AB  =  2AP,       AP  =  2AG; 

donc        AB  =  4AG. 

Pour  établir  que  pSEF  est  un 
carré,    il    faut    prouver    que, 
comme  conséquence  de  la  con- 
^  c  EX»  A  struclion  indiquée,  on  a 

oEM  =  MN,       ou       CN  =  3EM. 

Les  deux  triangles  rectangles  DGB,  ôNC  doivent  être  semblables; 
les  angles  w,  cp  de  la  figure  doivent  donc  être  égaux.   Or,  on  a 

G  H-  o  =  0'  -f-  to  =  y  ; 

4 
mais  G  =  G',  donc  o  =  to  ;  etc.. 

Remarque.  —  De  cette  construction,  on  déduit,  comme  l'a  fait 
d'ailleurs  observer  l'auteur  de  celle  question,  une  démonstration 
géométrique  de  l'égalité 

arc  tgi -Haro  tg^  =  |. 


(*)  Extrait,  avec  traduction  libre,  du  Journal  the  Educational  Times 
fn»  du  I"  février  1897).  Cette  construction  a  été  proposée  sous  le  n"  i3  3o6, 
par  M.  Sanjana.  La  présente  traduction  nous  a  été  obligeamment  commu- 
niquée par  M.  Brocard.  G-  L. 
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NOTICE  HISTORIQUE 

SUR    LA    GÉOMÉTRIE    DE   LA    MESURE 
Pai"  M.  Aubry 

(Suite,  voir  1897,  page  63) 


CAVALIERI 

La  recherche  de  la  solution  des  problèmes  de  Kepler  paraît 
avoir  conduit  Cavalieri,  dès  1G29,  à  la  découverte  de  sa  méthode 
des  indivisibles  {Geomcl)-ia  incUvisihilihus  coniinuorion,  Bo- 
logne, i635).  Du  moins,  —  malgré  la  grande  généralité  de  ses 
figures  et  de  ses  a[)plications,  —  il  l'emploie  seulement  à  quelques- 
uns  de  ses  problèmes.  Elle  est  le  corollaire  naturel  du  théorème 
d'Archimède  :  au  lieu  de  diviser  la  figure  plane  (ou  solide  en  un 
nombre  fini  de  parallélogrammes  (ou  de  cylindres)  inscrits  et 
circonscrits  d'égales  hauteurs,  il  la  suppose  produite  par  le  mou- 
vement d'une  droite  (ou  d'une  surface 
plane),  transportée  parallèlement  à  elle- 
même,  en  changeant  à  chaque  instant  de 
forme  et  de  grandeur,  suivant  une  loi 
qui  caractérise  la  figure;  ou,  si  l'on  veut, 
il  la  considère  comme  divisée  en  tranches 
infiniment  minces,  qu'il  appelle  des  indi- 
visibles, comme  si  elle  était  composée  de 
droites  (ou  do  surfaces  planes)  superpo- 
sées. Ainsi,  la  surface  (ou  le  volume)  de 
celte  figure  est,  par  définition,  la  somme 
de  toutes  les  droites,  oiniies  lineœ  (ou  de 
toutes  les  sections,  o;nnin!  p^ana)  de  la  figure,  parallèles  à  une 
direction  (régula)  donnée.  Cavalieri  n'entend  pas,  évidemment, 


[Fig.  20;  appartenant  ii  la 
p.  64,  oublie^e  par  er- 
reur (le  mise  en  pages]. 


(')  Guldin  (De  cenlro  gravitatis,  Vienne,  i6:VT\  dans  le  but  de  mesurer 
les  solides  de  révolution  que  n'avait  pu  traiter  Ke|)ier,  avait  iinai^iné  d'y 
employer  les  théorèmes  qui  portent  son  nom.  D'ailleurs,  il  ne  les  démontre 
pas  :  la  démonstration  a  été  donnée  par  Antonio  Rochas,  élève  de  (Cava- 
lieri. 

Depuis,  Leibniz  a  remarqué  que  les  théorèmes  dits  de  Guldin  s'appliquent 
h  un  mouvement  quelconque  de  la  figure  mobile. 
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par  là,  la  somme  des  droites  (ou  des  sections)  elles-mêmes,  mais 
celle  des  parallélogrammes  (ou  des  cylindres)  de  hauteur  infini- 
ment petites,  qui  ont  ces  droites  (ou  ces  sections)  comme  bases.  La 
surface  (ou  le  volume)  de  cette  figure  s'obtiendra  donc  en  recher- 
chant la  somme  des  droites  (ou  des  sections)  de  cette  même  figure. 
Comme  cette  somme  est  infinie,  —  ce  qui  ne  mène  à  aucune  con- 
clusion raisonnable,  —  Cavalieri  a  recours  à  un  artifice  renouvelé 
d'Archimède,  et  qui  consiste  à  comparer  cette  somme  infinie  à  une 
autre  également  infinie,  ce  à  quoi  il  arrive  en  prolongeant  chaque 
tranche  jusqu'au  rectangle  (ou  cylindre)  total  circonscrit  à  la  figure 
proposée  [fig.  21)  :  au  lieu  de  la  surface  (ou  du  volume)  X.MN,  il 

,.        ,       ,       ,  .  S.MN       ^  MN 

n  a  qu  a  rechercher  le  rapport  ^  ...   =  S  -pr|-. 

Il  emploie   aussi   fréquemment   l'expression  :   la    somme  des 

carrés  [omnia  quadrata)  de  telle 

;--|  ^H-^-"     ^"^^        JL       figure   plane.    Il  entend  par  là  la 

j^l       M>-  NN     ^      somjne   des  carrés  des  droites  de 

^1  M/  \i^  ^       cette  figure  parallèles  à  une  direc- 

^jâ/  V|l       tion  donnée,  et  cette  définition  doit 

1/  \         s'entendre  comme  la  précédente. 

^  M  -N'V  Nous  donnerons  de  l'important 

ouvrage  de  Cavalieri  le  résumé  des 
Fio-   21  .  .  .     , 

"■  propositions  les  plus  intéressantes, 

en  nous  servant  pour  plus  de  commodité  des  notations  actuelle- 
ment employées. 

GÉOM.    INDIV.    LIB.    II 

III.  —  Deux  figures  planes  (ou  solides)  sont  entre  elles  comme 
les  sommes  de  leurs  droites  (ou  de  leurs  plans).  Conséquence  de 
la  définition  des  indivisibles, 

(H.)  IV.  —  Soient  deux  figures  planes  (ou  solides)  comprises 
entre  deux  droites  (ou  deux  pilans)  parallèles.  Si  une  droite 
(ou plan)  quelconque  parallèle  aux  premières  détermine  dans 
les  deux  figures  des  lignes  (ou  des  plans)  qui  soient  toujours 
dans  le  même  rapport,  il  en  est  de  tnéme  des  surfaces  (ou  vo- 
lumes) des  deux  figures  considérées.  Id.  Applications  à  l'ellipse 
et  au  sphéroïde. 
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Ce  théorème  important,  extension  de  celui  de  Kepler  (G),  se 
démontre  rigoureusement  à  l'aide  du  théorème  d'Archimède  (F). 

V,  VI.  —  Les  parallélogrammes  sont  en  raison  composée  de 
celles  (sont  co^mne  les  produits]  des  hases 

et  des  hauteurs.  Soient  les  deux  parallélo-       a ^ ^ 

grammes  :  AE,  FH  [fig.  22).  On  a  D/M^-^ 4-4 


p 

AE_CP  PA1_GM  _/     \/m  Vhn 

DM^P.N      '      FH"~Â1H' 


d'où,  (Ml  multipliai) t 


Fif 


AE_  CP  DE 
FH  ~  PNMH 


XV. — Les  figures  planes  semblables  sont  comme  les  carrés 
des  lignes  homologues.  Conséquence  de  111.  En  effet,  les  droites 
parallèles  «à  une  même  direction  dans  les  deux  figures  sont  comme 
deux  dimensions  homologues;  or,  ces  droites  étant  ('(juidislantes 
dans  les  deux  figures,  leurs  nombres  sont  dans  le  rapport  des 
dimensions  perpendiculaires  à  la  direction  considérée. 

XVII.  —  Les  solides  semblables  sont  comme  les  cubes  des 
lignes  homologues.  Id.  Même  démonstration. 

XIX.  —  La  diagonale  CF  (fig.   23)  d'un  parallélogramme  le 
y     divise  en  deux  triangles  êgaucc.   Prenons 
^/^ l^      HF  =  MC  et  menons  des  parallèles  à  CD  ; 
on  a  HE  =  MB,  donc  toutes  les  lignes  des 
deux  triangles  sont  égales,  et  on  peut  écrire 

s^IE_  £ 

Fi-.  a.'. 
XXIV.  —Menons  la  diagonale EC  du  parallélogramme  AEGC 
[fig.  2/1)  :  la  somme  des  carrés  des  droites 
du  parallélogramme  est  triple  de  celle  des 
carrés  des  droites  du  triangle  CEG.  Me- 
nons les  médianes  13F,  DH,  cl  soit  RV  une 
transversale  parallèle  à  EG.  On  a 

HT^  --  TV^  =  2.RS^  ^  2.ST^  ^        ^^      ^ 

donc  la  somme  des  carrés  des  droites  de  AEC,  augmentée  de  celle 
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des  carrés  des  droiles  de  CEG,  est  égale  à  la  somme  du  double 
des  carrés  des  droites  du  parallélogramme  EB,  du  double  des  car- 
rés de  celles  de  BMC,  et  du  double  des  carrés  de  celles  de  MFE. 
Par  suite,  en  divisant  par  2,  on  aura 

2(carrés  des  dr.  de  CEG)  = 
2:(carrés  des  dr.  de  EB)  +  S(carrés  des  dr.  de  BUC  et  de  MEF). 

Or,  on  a 

S(RS^)  _   ^(RS^)   _  1 
s(RV2)  — £(4.KS^)  — 4' 

d'un  autre  côté,  les  droites  ST  de  l'ensemble  des  triangles  BMC, 
EMF,  étant  moitiés  de  celles  TV  du  triangle  CEG,  disposées  dans 
un  autre  ordre,  leurs  carrés  en  sont  le  quart,  et  on  a 

2S(ST2)  _  1 
S(TV^')  "4- 
Il  s'ensuit  qu'on  a 

^(carrés  des  dr.  de  CEG)  = 
^  (carrés  des  dr.  de  AG)  h-  -p  i^'carrés  des  dr.  de  CEG), 


d'où 


S.TV^  _  1  (*) 
S.RV^  ~  3 


(V'oir  la  note  IJl).  11  suit  de  là  que  la  pyramide  est  le  tiers  du 
prisme  circonscrit,  puisque  les  côtés  des  diverses  sections  horizon- 


n 


Gergonne  a  déterminé  par  des  moyens  analogues  la  position  du 
centre  de  gravité  du  triangle.  Prenons  les  milieux 
M,  N,  P  (/?y.  25;  des  côtés  ;  on  peut  admettre  comme 
axiome  que  les  figures  semblables  ont  leurs  centrts 
de  gravité  semblablemeut  placés.  Appelons  A  la  sur- 
lace de  chacun  des  triangles  AMN,  MBP,  MPN,  NPC; 
S,  la  distance  de  leur  centre  de  gravité  à  leur  base; 
d,  la  distance  analogue  du  grand  triangle,  et  h  sa 
hauteur.  On  a.  en  prenant  les  moments  par  rapport 
à  BC 


d'où 


-f  6)  -|-  A6  -f  a(  ^  —  0  j  +  Ao 


et  ô  = 


cl 


h 

y 
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taies  croissant  comme  celles  d'un  triangle,   les  sections  croissent 
ellles-mémes  comme  leurs  carrés. 

On  peut  aussi  en  tirer  la  quadrature  de  la  parabole,  etc. 

XXX,  XXXI.  —  Partageons  le  parallélogravime  AF  {fig.   26) 
en  deux  parties  par  la  transversale  EC  : 
la    somme    des    rectangles'  HN.NO   des 
droites   du    trapèze   DC   et  du  triangle 
CEF,  est  à  celle  des  rectangles  HM.MO 

comme  DE  à  -  DE  -h  ,-  DF.  En  effet,  on 

a,  d'après  XIX  et  XXIV, 

2(HN.N0)  _  ^(HO.ON)  _     ^(ON^)    __ 
s.HM.MO)  ~  :î:(DE.EF)'       ^(DE.EF)  ~ 
DF  s. ON  _  EF  x(Oi\^)  _  DF    _  ^F^ 
DE  S.EF       DF  i:(EF-)  ~  2.DE       3.DE" 

{A  suivre). 

EXERCICES  0 


14.  —  Démontrer  l'identité  suivante  à  6  variables  indépen- 
dantes [somme  de  6  carrés  égale  identiquement  à  une  somme  de 
5  carrés)  : 

(a-  -t-  d-)-  -H  (b-  -H  e-)-  h-  (c--t-  f')=^ -l-  (ac  4-  ce  +  ea)--i- (bd  -I-  df -^  rb)^ 

+  (ab  +  bc  -f-  cd  H-  de  -+-  ef  +  fa)'- 

=:  (a^ +  d2+ bf -h  ce)»  4- (b^ -f-e^  +  ca -i-df)2H-(c2  +  f^ -^db -I- ea)^ 

-t-  (ab  -1-  cd  -h  ef)-  -h  (af  4-  ed  +  cb)^ 

15.  —  Mettre  sous  la  forme  d'une  somme  de  S  carrés,  les  po- 
lynômes suivants  : 

2X*  +  3x'^y-  +  6y*  (2  solutions), 
2X*  H-  x-y^  -f-  2y*  (3  solutions), 
v.x*  -t-  6x^y-  +  3y*  (3  solutions), 
2X*  -I-  5x*y-  -+-  2y*  (4  solutions). 

I*)  Par  M.  Jan  Cyane  (i4  a  17)  ;  par  M.  Dkoz-Farnï  (i6  a  ai). 
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16.  —  Démonlver  que  le  jiohjnomc  2x*  h-  6x^y-  +  2y^  est  : 
\"  la  somme  de  ■>.  carrés  ;  2°  la  somme  de  4  carrés  (6  soliilions). 

17.  —  Mettre  le  carré  d'une  somme  de  4  carrés  sous  la  forme 
d'une  somme  de  5  carrés  (3  solutions). 

18.  —  Deux  cercles  0  et  0'  sont  tangents  extérieurement  en  A. 
Soit  BB'  %ine  tangente  commune  ;  une  séca7ite  variable  passafit 
par  A  coupe  la  circonférence  0  en  Q>  et  la  circonférence  0'  en  C  ; 
'QQa  et  ^' G  se  coupent  en  P.  On  demande  le  lieu  du  point  de 
Lemoine  du  triangle  CPC. 

19.  —  Construire,  des  trois  sommets  d'un  triangle  rectangle, 
comme  centres,  trois  circonférences  qui  se  coupent  deux  à  deux 
orlhogonalement. 

20.  —  D\in  point  F  d'une  ellipse  on  mène  le  diamètre  PA  et 
une  corde  PB.  Soit  C  le  pôle  de  AB,'  démontrer  que  CO  est  pa- 
rallèle à  PB. 

21. — Soit  une  circonférence  cariable  de  centre  0  tangente 
en  P  CL  une  ellipse  donnée  et  qui  coupe  cette  dernière  suivant  le 
diamètre  AOB.  Lorsque  le  point  P  se  meut  sur  V ellipse,  quelle 
est  Venveloppe  de  AB  et  quel  est  le  lieu  du  centre  0  ? 

BACCALAURÉAT 

(  lettres-aï  A  THÉ  MA  Tl  QUE  S) 
(Juillet  1896) 

Académie  d'Aix  (Faculté  de  Marseille). 

(A)  On  donne  un  tétraèdre  SABG  dont  l'arête  SA  est  perpendiculaire 
au  pian  ABC. 

En  égalant  les  valeurs  du  carré  de  BG  tirées  de  chacun  des  deux 
triangles  ABC  et  SBC,  on  obtient  une  relation  que  l'on  demande  d'abord 
de  former. 

Ensuite,  en  introduisant  larête  SA  et  les  angles  BSA  et  CSA,  on  peut 
transformer  celte  relation  en  une  autre  où. n'entrent  plus  que  des  lignes 
trigonométriques.  On  demande  de  faire  ce  calcul. 

On[_donne  enfin  AS, et  AB,  et  l'on  demande  de  calculer'AC.de^  manière 
que  les  deux  angles  BAC  et  BSC  soient  égaux  tousles  deux  à  un^  même 
angle  donné.' 

(B)  On  considère  tous  les  triangles  i,nscrits  dans  un  cercle  de  rayon  R, 
ayant  pour  base  une  même  corde  AB  =  R. 
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On  demande  le  maximum  et  le  minimum  de  la  médiane  issue  du  point 
A.  On  demande  aussi  quelles  sont  les  surfaces  des  triangles  pour  lesquels 
celte  mi'diane  est  maximum  ou  minimum. 

(C)  On  considère  tous  les  quadrilatères  ABCD  (A,  C  sommets  opposés  ; 
AB  =  AD  =  a  ;     cB  =  cU  —  la). 

lO  Dans  chacun  d'eux  on  peut  inscrire  un  cercle  de  rayon  R  ; 

2"  Connaissant  AG  =  b,  trouver  BD  ; 

30  Aire  de  ABCD,  connaissant  R  :  calculer  AC  ;  et  déduire  le  maximum 
de  R. 

On  donne  deux  cercles  intérieurs  l'un  à  l'autre  dont  les  rayons  sont  R 
et  r.  Le  cercle  de  rayon  r  passe  par  le  centre  A  du  cercle  de  rayon  R. 

Au  point  A  on  mène  la  tangente  B(^  au  cercle  de  rayon  r,  et  par  les 
points  B  et  C,  où  cette  tangente  coupe  le  cercle  de  rayon  R,  on  mène  des 
tangentes  BE  et  CE  au  cercle  de  rayon  r.  Ces  tangentes  se  coupent  en  un 
point  E. 

i"  Calculer,  en  fonction  de  R  et  )•,  la  tangente  trigonométrique  de 
l'angle  BCI<:  ; 

2°  Calculer,  en  fonction  de  R  et  r,  la  distance  AE  du  point  E  au  centre 
A  du  cercle  de  rayon  R  ; 

30  R  étant  donné,  déterminer  r  de  manière  que  le  point  E  soit  sur  le 
cercle  de  rayon  R  ; 

4°  Au  point  H  diamétralement  opposé  au  point  A  sur  le  cercle  de 
rayon  r,  on  mène  la  tangente  MM  à  ce  petit  cercle.  Cette  tangente  coupe 
la  grande  circonférence  aux  points  M  et  N.  Par  ces  points  M  et  N,  on 
mène  à  la  petite  circonférence  des  tangentes  MP  et  NP  qui  se  coupent  en 
un  point  P.  Démontrer  que  ce  point  P  est  sur  la  grande  circonférence  si 
r  a  été  déterminé  en  fonction  de  R  de  manière  que  le  point  E  indiqué 
plus  haut  soit  sur  la  grande  circonférence. 
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Henri  de  Sakrauton.  —  L'heure  décimale  et  la  division  de  la  circonfé- 
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La  réforme  proposée  par  M.  de  Sarrauton  est  certainement  la  plus  pra- 
tique de  toutes  celles  qui  ont  été  proposées  dans  ces  derniers  temps  con- 
cernant la  façon  de  compter  les  heures  et  la  division  de  la  circonfé- 
rence. 

Toutes  les  qualités  de  cette  réforme  sont  fort  bien  exposées  dans  la 
note  de  M.  Adolphe  Carnot,  jointe  au  mémoire,  lequel  a  d'ailleurs  reçu 
l'approbation  de  la  Société  géographique  d'Oran,  dont  le  président  est  le 
Lieutenant-Colonel  Derrien,  bien  connu  par  ses  travaux  de  géographie. 

Contentons-nous  de  dire  ici  que  M.  de  Sarrauton  propose  de  compter 
les  heures  de  o  à  i\  sans  interruption  de  midi  h  midi,  à  partir  d'un  mé- 
ridien universel  qui  toucherait  le  ca|)  Vert.  La  circonfi*rence  serait  divisée 
en  5!'|0  degrés,  avec  minutes  et  secondes  centésimales.  Les  lieuros,  tout 
comme  les  degrés,  seraient  divisées  en  minutes  et  secondes  centésimales, 
ce  qui  faciliterait  beaucoup  les  calculs  des  astronomes,  des  navigateurs  et 
des  géodésiens. 

Tout  en  appréciant  au  point  de  vue  scientifique  les  idées  de  M.  de  Sar- 
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rauton,  il  est  cependant  à  craindre  qu'il  en  soit  de  cette  réforme  comme 
de  beauf'oup  d'autres.  L'habitude  et  la  routine  triompheront  une  fois  de 
plus  de  la  logique  et  du  bon  sens. 

C'est  ainsi  que  la  division  de  la  circonférence  en  36o  degrés,  qui  est 
toujours  adoptée  par  les  marins  et  les  astronomes,  ne  l'est  pas  par  les 
géodésiens,  qui.  depuis  Laplace,  emploient  la  division  en  4oo  grades. 

La  nouvelle  division  de  M.  Sarrauton  nécessitant  le  changement  des 
horloges,  la  réfection  des  instruments  d'astronomie  et  de  géodésie,  ainsi 
que  l'impression  de  nouvelle  tables  de  logarithmes,  il  est  certain  que 
cette  réforme  ne  saurait  être  que  progressive  (*). 

Mais  il  est  à  souhaiter  que,  dès  à  présent,  cette  réforme  soit  mise  en 
pratique  dans  les  écoles  et  dans  les  grands  services  publics.  E.  B. 


Choix  d'épurés  de  géométrie  descriptive  et  de  géométrie  cotée,  à 
l'usage  des  candidats  à  l'Ecole  spéciale  militaire  de  Saint-Cyr,  à  l'École 
navale  et  à  l'Institut  agronomique,  et  des  élèves  de  la  classe  de  Mathé- 
matiques élémentaires,  par  L.  Bécourt,  professeur  aux  Lycées  Condor- 
cet  et  Carnot. 
fi  volume  cartonné  in-4°,  de  28  planches  ;  Hachette  :  Prix,  6  francs). 

Le  recueil  d'épurés  que  M.  Bécourt  puljlie  aujourd'hui^  à  la  librairie 
Hachette  nous  semble  venir  à  son  heure.  Les  examens  des  Ecoles  spéciales 
comportent  tous  une  épreuve  de  géométrie  descriptive,  et  cette  partie  de 
l'examen  écrit  est,  particulièrement,  redoutée  des  candidats,  qui  ne  sa- 
vent comment  la  traiter  pour  avoir  une  note  convenable,  de  laquelle  peut, 
quelquefois,  dépendre  l'admissibilité. 

Il  manquait  donc  aux  élèves  se  présentant  à  Saint-Cyr,  à  l'École  Navale 
ou  à  l'institut  agronomique,  un  guide  leur  apprenant  à  faire  l'épure  exigée 
à  l'examen.  L'ouvrage  de  M.  Bécourt  vient  combler  cette  lacune.  Le  pro- 
fesseur qui  a  écrit  ce  livre  est,  depuis  longtemps,  chargé  d'apprendre  aux 
candidats  dont  nous  venons  de  parler,  comment  ils  doivent  traiter  celte 
épreuve  ;  il  est  pleinement  qualifié  pour  donner  des  conseils  à  cette  caté- 
gorie d'élèves,  et  les  explications  des  épures  d'examen  données  dans  son 
livre  constituent  assurément  le  meilleur  des  conseils  que  l'on  puisse 
donner  aux  candidats. 

Mais,  en  outre  des  27  épures  expliquées  et  construites  dans  le  recueil 
complet  nous  devons  signaler  les  conseils  pratiques  pour  la  solution  gra- 
phique d'un  certain  nombre  de  problèmes  qui  se  présentent  constamment 
dans  la  constrin'tion  d'une  épure  et  qu'il  est  indispensable  de  parfaite- 
ment posséder.  Enfin,  M.  Bécourt  a  pris  la  peine  de  terminer  son  recueil 
par  une  collection  d'exercices,  dont  quelques-uns  ont  été  donnés  aux 
examens  ;  les  autres  ont  été  exécutés  et  contrôlés,  avant  que  l'énoncé  n'en 
fût  admis  dans  l'ouvrage  ;  ces  questions  fourniront  aux  professeur.^,  et 
aux  élèves  studieux,  d'excellentes  épures  pour  la  préparation  aux  exa- 
mens. Avec  toutes  ces  qualités,  l'ouvrage  de  M.  Bécourt  mérite  le  succès  ; 
nous  le  lui  souhaitons  de  grand  cœur. 


(*)  Une  Commission  s'occupe,  en  ce  moment,  de  cette  intéressante  question  (voir  le  n*  du 
Temps  (lu  4  mars  189T).  La  numération  des  heure?  Je  0  'a  21,  d'après  l'article  «dté,  aurait 
étô  aiioplée   par  celte  commission.  G'   !-• 
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Nous  signalons  aussi  à  l'attention  de  nos  lecteurs  les  Leçons  de  Méca- 
nique à  l'usage  des  candidats  à  l'École  spéciale  militaire  de  Saint-Cyr, 
pai*  M.  X.  Antomari,  ancien  élève  de  l'École  Normale,  Apré;jé  des 
Sciences  Mathématiques,  Docteur  es-sciences,  professeur  en  Matiiémati- 
ques  spéciales  au  Lycée  Carnot  ^Paris,  Librairie  Nony\ 

Cet  ouvrage,  comme  tous  ceux  que  M.  Antomari  a  écrits,  se  recom- 
mande particulièrement  par  l'ordre  j)arlait  qui  est  donné  aux  matières 
exposées,  la  rigueur  des  démonstrations,  et  la  très  grande  clarté  qui  les 
accompagne.  G.  L. 

QUESTION  «)l»«i 

Solution,  par  M.  A.  Boutin. 

Trouver  toutes  les  sot)/ fions  entières  des  clev.o:  éf/uations  indé- 
terminées : 

X-  -+-  'ly  r==  w-, 

X-  —  9AJ  =  y-, 

dans  lesquelles  x,  y,  u,  v,  sont  des  inconnues. 

(E.  Lemoine). 
Par  addition,  on  a 

ix-  =  H-  -\-  V'-. 

Dans  le  Journal  de  Mathématiques  Élémentaires,  année  iSgô, 
p.  12,  Exercices  divers,  n°  356,  celte  équation  est  complètement 
résolue  par  l'idenlilé  : 

(2a-  —  tj-y-  -\-  (2a^  4-  1j-  —  .\ahy-  :=  -x{ia-  —  2a}j  -+-  b^y-, 

qui  détermine  u,  v,  x,  en   fonction  des  indélerminëes  nouvelles 
a,  h. 

On  en  déduit  : 

ij  =  2atj{-ia  —  6)  (a  —  h). 

Nota.  —  M.  Plackowo  résout  la  question  en  partant  de  l'identité 
'^nyi   -f  cjiyi  ■==.  rp2  —  52  +   -ipqii  -\-  (pi  —  qi  ^  VÇ)'-- 

QUESTIONS  PROPOSÉES 

798.  —  Les  cercles  C  et  C  se  coupent  au  point  A  où  leurs  tan- 
gentes sont  t  et  l',  et  nu  point  lî.  Une  droite  quelconque  menée 
par  A  coupe  Cet  en  C'en  M  ou  M'.  Les  projections  orltiogonales  de 
M  sur  t'  et  de  M'  sur  t  sont  sur  un  même  cercle  avec  les  points  A 
et  B.  (M.  d'Ocagne). 


9fi  .lOURNAL    DE    MATHÉMATIQURS    RLKMRSTAI  RRS 

799.  —  On  donne  deux  cercles  G,  C  qui  se  coupent  en  o.  Par  ce 
point,  on  mène  une  transversale  arbitraire  qui  rencontre  G  en  a 
et  G'  en  a! .  Du  point  a,  on  mène  la  droite  at  parallèlement  au 
rayon  de  G'  qui  passe  par  a'  :  démontrer  que,  lorsque  la  transver- 
sale tourne  autour  de  o,  la  droite  at  reste  tangente  à  une  circon- 
férence de  cercle.  {Mannheim). 

800.  —  On  donne  une  série  de  cercles  qui  se  touchent  en  a  et 
une  autre  série  de  cercles  qui  se  touchent  en  h.  Démontrer  que  le 
lieu  des  points  de  contact  de  ces  cercles  est  formé  de  deux  circon- 
férences de  cercles  qui  se  rencontrent  ù  angles  droits  en  a  et  b. 

(Mannheim). 

801.  —  Trouver  l'aire  de  l'ennéagone  ayant  pour  sommets  les 
neuf  points  remarquables  du  cercle  d'Euler.  (A  >>  B  ]>  G)  (*). 

(Scholarships,  Queen's  Collège,  Cambridge,  1896). 

n 

802.  —  {n  —  1)  !    y^  — est  divisible  par  n  (impair). 

2 
[Scholarships,  St.  John's  Collège,  Cambridge,  1896). 

803.  —  Du  sommet  b  d'un  triangle  donné  abc,  on  mène  des 
parallèles  aux  hauteurs  de  ces  triangles,  issues  de  a  et  de  c. 

Ges  parallèles  et  ces  hauteurs  forment  un  parallélogramme. 
Démontrer  que  la  médiane  du  triangle  abc,  qui  est  issue  de  b, 
est  perpendiculaire  à  la  diagonale  de  ce  parallélogramme,  qui  ne 
contient  pas  b.  (Matinheim). 


(")  Celte  question  et  la  suivante  nous  ont  été    communiquées   obligoam- 
ment  par  M.  W.  J.  Greknstreet.  M.  A. 


Le  Directeur-gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 


SAINT-AMAÎtD    (cHEB).    —     IMPHIULBIE    SCIENTIFIQUE    ET    UTTÉBAIRE,    BUSSIÈRE    FRÈRES. 
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SUR 


LES  CEKCLES   BITANGENTS  AUX  CONIQUES 

Par  M.  A.  Tissot 

{Suite,    iS(|7,    page    73,) 


49.  —  Le  raijon  cViui  cercle  hilnngent  est,  avec  la  clislance  du 
centre  de  ce  cercle  à  itn  foyer  de  la  conique,  dans  le  rapport  in- 
verse de  V excentricité. 

Soient  0  {fig.  28)  le  centre  de  la  conique,  F,  F'  les  deux  foyers, 
H  le  centre  du  cercle,  S  le  saillant,  KL 
la  demi-corde  des  contacts.  La  circon- 
férence circonscrite  au  triangle  rect- 
angle II LS  passe  en  F  [44].  Dans 
cette  circonférence,  les  carrés  des  deux 
cortles  II L,  IIF  sont  entre  eux  comme 
les  projections  HK,  011  sur  lediamèli'e 
HS,  c'est-à-dire  comme  a-  est  à  c-  [45]. 
On  a  donc,  en  appelant  r'  le  rayon  IIL, 

r'  =  -  HF. 
c 

D'après  cela,  dans  tout  cercle  bitangent,  les  diamètres  qui  pas- 
sent par  les  foyers  ont  leurs  exlrémilés  sur  les  tangentes  à  la  co- 
nique menée  aux  sommet  de  l'axe  focal. 

La  dislance  du  centre  du  cercle  à  un  foyer,  le  rayon  de  ce  cercle, 
la  demi-corde  principale  du  foyer,  dans  le  cas  de  l'ellipse  (la  tan- 
gente issue  du  foyer,  dans  le  cas  de  l'hyperbole)  ont  des  longueurs 
proportionnelles  à  c,  a,  h, 

(Juand  le  cercle  varie,  la  corde  principale  du  foyer,  dans  le  cas 
de  l'ellipse,  est  vue,  du  centre  du  cercle,  sous  un  angle  constant, 
et  le  cercle  lui-mùme,  dans  le  cas  de  l'hyperbole,  est  vu  du  foyer 
sous  un  angle  constant. 

50.  —  Dans  CelUpse,  la  demi-corde  des  contacts  est  dans  le 
rapport  de  a  à  b  avec  la  ntoyenne  proportionnelle  entre  les  dis- 
tances du  milieu  de  la  corde  aux  sommets  du  petit  axe. 

La  démonsiration  est  analogue  à  celle  qui  a  été  donnée  à  propos 
des  cercles  bilangenls  de  pn-miére  espèce  [23  |. 

Dans  l  hyperbole,  la  demi-corde  des  contacts  est  da?is  le  rap- 
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port  de  a.  à  h  avec  la  distance,  du  milieu  de  la  corde  au  point 

de  Vaxe  focal  situé  à  la  distance  b  du 
centre  de  la  conique. 

Soient  0  {fig.  3o)  ce  centre,  H  celui 
du  cercle,  S  le  saillant,  KL  la  demi- 
corde  des  contacts  ;  sur  l'axe  focal, 
})renons  OB  =  h. 

Puisque  KL  est  symétrique,  par 
rapport  à  0,  de  la  polaire  de  S  dans  le 
cercle  de  centre  0  et  de  rayon  h  [451, 
on  a  OB"  =  OK.OS,  ce  qui  prouve  que 
le  triangle  BKS  est  rectangle  ;  le  triangle 
HLS  l'est  aussi;  ces  deux  triangles 
donnent 

kl'  =  HK.KS,       M'  =  OK.KS, 


d'où 


kT 

BTv^ 


hk 

UK 


1?' 


KL a 


51.  —  On  peut  s'appuyer  sur  la  propriété  du  §  46  pour  tracer 
une  circonférence  passant  par  un  point  donné  et  bilaugente  de  se- 
conde espèce  à  une  conique  donnée,  à  moins  que  la  conique  ne 
soit  une  ellipse,  et  que  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  donné 
sur  le  second  axe  ne  la  rencontre  pas.  Dans  ce  cas,  on  fera  usage 
d'une  autre  propriété,  en  vue  de  laquelle  nous  allons  d'abord  dé- 
montrer le  lemme  suivant. 

Lemne.  —  La  dislance  mutuelle  de  deux  points,  dont  Vun  se 
trouve  sur  une  circonférence  donnée,  est  moyenne  })roportion- 
nelle  enlre  les  distantes  de  Vautre  au  centre  et  au  symétrique  du 
conjugué  de  cet  autre  par  rapport  à  la  circonféreîice,  l'ave  de 
symétrie  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  premier  point  sur 
le  diamètre  passant  par  le  second. 

Soient  0  {fig.  3o)  le  centre  du  cercle,  A,  B  deux  points  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  aux  extrémités  d'un  diamètre 
CD,  M  un  point  quelconque  de  la  circonférence.  Menons  MP 
perpendiculaire  à  CD,  et,  sur  CD,  prenons  PA'  égal  à  PA,  PB' 
égal  à  PB;  enfin  joignons  M  aux  points  0,  A,  A',  B,  G. 
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On  a  ÀMO  =  AMC  +  CMO;  mais  AMC  =  BMG  parce  que  MO 
est  bissectrice  de  l'angle  AMB,  et  CMO 
=  OCM  parce  que  le  triangle  OCM  est  iscs- 
cèle  ;  il  vient  donc  ÂAÏO  =  BMÎC  4-  ÛCM 
=  OBÀÎ  =  ÂAni.  Il  suit  de  là  que  les  trian- 
gles AMO,  AB'M  sont  semblables  et  donnent 

ÂÂj'^^AO.AB'. 

On  aurait  de  même,  par  les  triangles  BMO, 
BAM, 

BM'  =  B0.BA'; 

BA'  est  du  reste  égal  à  AB'. 

On    peut    remarquer    que    le   rapport    de 
AAl    à  BM"  est  le  même  que  celui  de  AO  à  ^-^   .^^ 

BO,  et  que  l'on  a  aussi  AM.BiM  =  OM.AB'. 

Si,  du  centre  cVune  ellipse,  on  prend,  sur  la  tangente  en  Vun 
des  sommets  du  petit  axe,  la  perspective  de  la  demi-corde  po- 
laire d'un  point  du prolonr/ement  de  cet  axe  intérieur  à  un  cercle 
bilangent,  et  si  l'on  mène,  dans  ce  cercle,  la  demi-corde  princi- 
pale du  même  point,  enfin,  si  l'on  construit  un  triangle  rec- 
tangle atjant,  pour  côtés 
de  l'angle  droit,  les  deux 
lignes  ainsi  obtenues,  l'hij- 
potémise  de  ce  triangle 
sera  dans  le  rapport  de  c 
à  b  avec  la  distatice  dic 
point  considéré  à  la  droite 
des  contacts. 

Soient  0(/?^.  3 1)  le  centre 
de  l'i'llipse,  B  l'un  des  soin- 
niels  du  petit  axe,  II  le 
cenire  d'un  cercle  bitan- 
gent,  S  le  saillant,  K  l'in- 
tersection de  OB  avec  la 
droite  des  contacts,  C  l'un 
quelconque  des  jminls  si- 
tués à  l'intérieur  du  cercle  sur  le  prolongement  de  OB.  Menons  la 
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demi-corde  principale  CD,  et,  dans  l'ellipse,  la  demi-corde  polaire 
EG  de  C.  La  polaire  de  G  élant  la  même  dans  l'ellipse  et  dans  le 
cercle  décrit  sur  le  petit  axe  comme  diamètre  [1],  EG  passera  par 
le  point  de  contact  1  de  ce  cercle  avec  la  tangente  issue  de  G. 
Elevons  en  B,  sur  le  second  axe,  la  perpendiculaire  BL  jusqu'à  sa 
rencontre  en  L  avec  OG.  Il  s'agit  de  démontrer  que  le  rapport  de 
BL    -h  CD'  à  GK"  est  celui  de  C'^  à  b-. 

Appelons  J  le  point  où  01  coupe  BL.  Les  lignes  BL,  BJ  sont 
proportionnelles  aux  lignes  EG,  El,  et  celles-ci  le  sont  à  a,  b  [50]. 
Mais,  à  cause  de  l'égalité  des  triangles  OGl,  OBJ,  on  peut,  dans  la 
proportion,  remplacer  BJ  par  Gl;  si  ensuite  on  élève  au  carré,  il 
viendra 

bl'  ^  GT* 

a^  b'  ' 

Tirons  DK,  et,  sur  le  second  axe,  prenons  CK'  égal  à  GK.  Puisque 
S  et  K  sont  conjugués  par  rapport  au  cercle  bitangent,  on  aura, 
en  vertu  du  lemme,  DK   =  HK.SK',  d'où  [45] 


DK  ^QKSIC 

a'  ^2 


et,  par  conséquent, 


Bl'  h-  Dk'       Gl'  H   OK.SK' 


Menons  OT  tangente  au  cercle  décrit  sur  KK'  comme  diamètre. 
Le  triangle  rectangle  OIG  donne 

Gl'  =  Ôg'  —  b\ 
ou 

Gl'  =  oc'  —  OK.OS, 

puisque   K,   S  sont  conjugués  par  rapport  au  cercle  de  centre  0 
et  de  rayon  b  [45].  De  là  résulte 


Gl'  +  OK.SK'  =  Og'  —  OK.OK'  =  OC'  —  Oî'  = 

^cr 

et,  enfin, 

BL'  -t  DR'       Gk'       BL'  +  GD' 

a'                 b'                 c^ 
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52.  —  Les  droites  des  contacts  d\me  conique  avec  un  cercle 
hitangent  et  avec  un  système  de  deux  tangentes  se  covpeiit  en 
lien  des  sommets  des  sécantes  communes  au  cercle  et  au  système 
des  deux  ta?igentes. 

La  droile  qui  joint  les  deux  sommets  des  sécanles  communes 
est  la  polaire,  par  rapport  au  cercle,  du  point  u'intersection  des 
deux  tangentes;  de  plus,  la  droite  quejoint  ce  dernier  point  à  l'un 
des  sommets  est  la  polaire  de  l'autre  dans  le  cercle  et  dans  le  sys- 
tème des  deux  tangentes.  Cela  posé,  on  peut  adapter,  au  cas  ac- 
tuel, le  raisonnement  du  §  25. 

53.  —  Ici  se  placeraient  deux  autres  propriétés  dont  les  énoncés 
et  les  démonstrations  se  déduisent,  par  analogie,  de  ce  qui  a  été 
dit  sur  les  cercles  bilangenls  de  première  espèce  [26J,  [27]. 

54.  —  Les  centres  de  similitude  de  deux  cercles  hitangents 
se  trouve7it,  avec  les  foyers,  sur  une  même  circojiférence. 

Cela  résulte  de  ce  que  les  distances  d'un  foyer  aux  centres  des 
deux  cercles  donnés  sont  proportionnelles  aux  ravuiis. 

On  voit  que  le  lieu  des  foyers  des  coniques  bitangentes  à  deux 
cercles  donnés,  de  seconde  espèce,  est  la  circonférence  qui  a  pour 
diamètre  la  ligne  joignant  les  centres  de  similitude  des  deux 
cercles.  [A  suivre). 

NOTE  SUR  L'ARITHMÉTIQUE  RINAIRE 

Par  M.  Ed.  Collignon,  Inspecteur  gdnéral  des  Ponts-et-Cliaussées,  en  retreiite. 


L'Arithmétique  binaire  a  été  imaginée,  dit-on,  par  Leibniz;  il 
est  du  moins  le  premier,  parmi  les  Modernes,  (|ui  en  ait  reconnu 
les  propriétés.  En  réalité,  la  numération  binaire  remonle  beaucoup 
plus  haut.  Sans  aller  jusqu'à  Fo-hi,  le  fondateur  de  l'Empire 
chinois,  qui  en  avait  fait. usage  pour  une  énigme  devenue  célèbre, 
on  peut  observer  que  la  division  des  quantités  en  doux,  en  quatre, 
en  huit  parties  égales,  est  le  plus  simple,  le  plus  élémentaire  de 
tous  les  modes  de  fractionnement,  et  qu'elle  a  été  longtemps 
adoptée,  qu'elle  l'est  encore  dans  certains  pays,  pour  les  subdivi- 
sions des  poids  et  des  autres  unités  de  mesure. 

La  numération  binaire  a  pour  base  le  nombre  deux,  et  u'em- 
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ploie  que  les  chiffres   i   et  o.   La  suite   des   nombres   naturels, 
représentés  dans  la  numération  décimale  par  les  notations 

1         2         3         4         5         6         7         8         9         lu.., 

se  trouve  représentée  de  la  manière  suivante  dans  la  numération 
binaire  : 

1      10     11      100     101      110     m      1000     1001      loio... 

L'inconvénient  du  système  binaire,  outre  celui  de  ne  pas  cor- 
respondre à  l'usage  de  la  numération  parlée,  résulte  du  grand 
nombre  de  chifîrcs  nécessaires  pour  représenter  un  nombre, 
même  quand  il  est  médiocrement  grand.  Nous  chercherons 
d'abord  à  nous  rendre  compte  approximativement  du  nombre  de 
chiffres  o  et  i  qui  entreront  dans  l'expression  d'un  nombre  donné 
N,  supposé  écrit  dans  le  système  décimal. 

Ce  nombre  se  trouve,  dans  la  séri^  des  puissances  de  2,  entre 
deux  puissances  consécutives,  2'"~'  et  2"',  lesquelles,  dans  le  sys- 
tème binaire,  sont  représentées  par  l'unité  suivie  de  w — 1  zéros 
ou  de  m  zéros.  Le  nombre  N,  supérieur  à  la  première  limite, 
inférieur  à  la  seconde,  aura  donc  dans  le  système  binaire  vi 
chiffres,  comme  2'"~*. 

Comparons  le  nombre  m  au  nombre  ^ii!  de  chiffres  qu'a  l'entier 
N  dans  le  système  décimal.  Ce  nombre  m'  esl  au  j)liis  égal  au 
nombre  de  chiffres  décimaux  de  2"',  puisque  2'"  ^  N,  Appelons  (x 
ce  nombre  de  chiffres.  Pour  l'évaluer,  cherchons  la  caractéris- 
tique du  logarithme  tabulaire  de  2'",  c'est-à-dire  la  partie  entière 
du  produit 

m  X  o,3oio3(»o. 

Nous  avons 

_u  =  1  4-  E(m  X  o,3oio3oo), 

en  désignant  par  E  l'entier  contenu  dans  le  produit  entre  paren- 
thèses. Le  nombre  de  chiffres  binaire  de  2"*  est 

|jt'  ==  i  4-  m. 

Pour  le  nombre  2'",  le  rapport  ~,  tend,  lorsque  m,  augmente,  vers 
la  limite  o,3oio3oo,  soit,  en  prenant  pour  cette  limite  une  valeur 
un  peu  trop  basse,  vers  — .  Pour  les  grands  nombres  la  représen- 
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tation  binaire  exigera  donc  environ  les  y  du  nombre  des  chiffres 
de  la  représentation  décimale,  La  règle  peut  être  étendue  approxi- 
mativement à  tous  les  nombres. 

Prenons  pour  exemple  le  nombre  8568,  qui  se  transforme  dans 
l'expression  binaire 

10000101 1 1 1000. 

Nous  avons  i4  chiffres  binaires  contre  4  chiffres  décimaux.  Les 
^  de  4  donneraient  i3  i;  le  résultat  est  approché  par  défaut.  La 
règle  conduira  suivant  les  cas  à  un  résultat  trop  faible  ou  trop 
fort;  mais  l'erreur  sera  toujours  faible,  et  le  résullat  permettra 
d'apprécier  l'espace  réclamé  par  l'écriture  binaire  des  nombres. 
Prenons  les  trois  puissances  successives  de  2, 

2'^  =16384  2'-^  ==  32768  2*"  ^  65536. 

Elles  s'expriment  toutes  par  cinq  chiffres  décimaux.  Les  ^  ^^  ^ 

donnent   au    produit   16  5.    Or,   ces  nombres  exprimés  dans  le 

système  binaire  demanderont  le  premier  i5  chitFres,  le  second 
16,  le  troisième  17. 

NUMÉRATION    BINAIRE 

Les  chiffres  d'un  nombre  qu'on  écrit  dans  le  système  dont  la 
base  est  b,  sont  les  restes  successifs  obtenus  en  divisant  par  b  le 
nombre  proposé  et  les  quotients  qui  s'en  déduisent.  Lorsque  b 
est  égal  à  2,  les  divisions  se  font  intuitivement  sans  qu'il  soit  utile 
de  poser  le  diviseur.  11  suflira  donc  de  placer  dans  une  colonne 
verticale  les  dividendes  successifs,  dont  chacun  sera  la  moitié  du 
précédent,  et  de  poser  en  regard  de  chaque  dividende  le  reste, 
0  ou  1,  qu'il  faut  en  refranchpr  pour  que  la  division  par  2  se 
fasse  exactement.  On  s'arrêtera  à  un  diviseur  moindre  que  la 
base,  et  qui  sera  le  propre  reste  de  sa  division  par  b.  Ce  sera  ici  le 
nombre  1. 

Prenons  pour  exemples  les  nombres  36o,  15827,  33875. 

On  disposera  les  calculs  de  la  manière  suivante  : 
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36o 
i8o 
90 
45 
22 
II 


IÔ»27 

79x3 

1978 
989 
49'. 

34: 

120 

61 

3o 

i5 


33875 

16937 
8468 
4234 
2117 
ioâ8 
629 
264 

l32 

66 

33 

16 

8 


On  aura  donc,  en  écrivant  de  gauche  à  droite  les  chiffres  con- 
tenus dans  la  colonne  des  restes,  prise  en  remontant, 

(36o),o  =  (loiioiooo)j 
(i5827)j(,  =  (1 1  non  101001  i)j, 
(33875)10  =  (1000010001010011)2. 

Si  les  nombres  binaires  ont  beaucoup  de  chiffres  et  tiennent 
beaucoup  de  place,  les  chilfres  significatifs  qu'ils  renferment  ont 
la  moindre  valeur  possible,  puisqu'ils  sont  tous  égaux  à  1. 

L'écriture  se  simplifie  notablement,  au  point  de  vue  des  chiffres 
significatifs,  quand  on  admet  les  chiffres  pris  négativement.  On  a 
en  effet  l'identité 


=  2" 


Si  donc  on  trouve  dans  un  nombre  binaire  un  groupe  formé  de 
n  unités  consécutives,  on  pourra  toujours  remplacer  ce  groupe 
par  une  unité  de  l'ordre  immédialement  supérieur  à  l'unité  la 
plus  haute  qu'il  renferme,  à  prendre  négativement  Tunilé  de 
l'ordre  le  plus  bas,  et  à  écrire  des  zéros  à  la  place  de  toutes  les 
unités  intermédiaires.  On  aura  par  exemple 


1  n  1 1 1 


1000001 , 


en  plaçant  le  signe  —  au-dessus  du  chiffre  pour  conserver  les  po- 
sitions relatives  des  unités  des  différents  ordres. 
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Celle  nolalioii  une  fois  adoptée,  on  en  déduit  diverses  réduc- 
tions qui  simplifu^nl  nolablemonl  l'écriture  des  nombres. 
On  aura,  par  cxoniplo, 

(l7),  =  2—1    =    1   =  (Ol), 

(11)2  =  —  -^  -i-   1  = —   1  =  ("O2 
(l  1  1  l)^,  =  (1001), 
(1 1 1 1 1  1)0  =  (101001)^ 
(1  1  11  11  1  1)0  =  (100100001)2. 

Si  nous  reprenons  les  exemples  de  transformation  donnés  plus 
haut,  il  viendra,  en  appliquant  les  réductions  indiquées, 

(36o),o  =  (loi  101000)0  =  (1 10101000)0  =  (1010101000)2 
(i582  7)ji,  =  (1 1 1 101 1 101001 1)0  =  (10001 10010 1 1  K»  1)0 

=  (100001001010101)^ 
(33875),^,  =  (100001000101001 1)0  =  (1000010001010101)0. 

Le  résultat  final  que  l'on  obtiendra  sera  un  nombre  binaire  où 
les  cbiffres  1,  pris  positivement  ou  négativement,  seront  séparés 
par  un  ou  plusieurs  z'tos.  L'emploi  des  unités  négatives  conduit 
ainsi  à  des  nombres  binaires  dans  lesquels,  sur  71  chiffres  écrits, 

il  y  a  au  plus  -  ou  — ; chiffres  significatifs,  suivant  que  ?i  est 

pair  ou  impair. 

L'opération  inverse,  qui  consiste  à  revenir  d'un  nombre  binaire 
donné  au  nombre  décimal  égal,  se  fait  aisément  à  l'aide  d'une 
table  des  puissances  de  2. 


21I 

2I:, 

2 'S 
3I9 

I0>( 

220. 

20^8 

2^1  . 

4096 

22i. 

8192 

2^:: . 

16384 

2-''  . 

327G8 

22:;  _ 

Gr>ô36 

2". 

i3i072 

2-"  . 

2*321  4 '1 

2-^S. 

".2 ',288 

2^9. 

10 '18576 

2097102 

4i9',3o4 

83886o8 

16777216 

33r)54432 

67108864 
1342 17728 

2fi8'|3.")4"i6 
536870912 
1073741824 
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-  Comme  2^"  est  supérieur  ù  un  milliard,  un  nombre  entier  de 
9  chifTres,  écrit  dans  ce  système  décimal,  pourra  donc  élre  repré- 
senté, dans  le  système  binaire,  avjc  3(»  chitFres  au  plus.  II  est 
rare  qu'on  ait  à  introduire  dans  les  calculs  des  nombres  aussi 
considérables.  {A  suivre). 


iXOTES  GEOMETRIQUES 

SUR    LE    PENTAGONE    ET    LE    DECAGONE   REGULIERS 
Par  A.  Droas-Farny. 


Dans  un  premier  article  sur  le  pentagone  régulier  {Joui-nal  de 
Malliémaliques  Élémentaires,  année  1896,  page  193),  j'ai  montré 
comment  on  pouvait  construire  géométriquement,  avec  la  règle 
et  le  compas,  sur  une  droite  donnée  AB,  comme  côté,  un  penta- 
gone régulier. 

Soit  ABCDE  le  polygone  demandé.  On  sait  que  les  diagonales 

DA  et  DB  divisent 
l'angle  EDG  en  trois 
j)arties  égales  de  36° 
chacune.  Donc  AB 
est  aussi  le  coté  du 
décagone  régulier 
dans  la  circonférence 
décrite,  de  D  comme 
centre,  avec  DA 
comme  rayon.  On  a 
donc  ainsi  un  pro- 
cédé de  construction 
du  décagone  régu- 
lier sur  une  ligne 
drui  le  donnée  connue 
côté. 

La  remarque  pré- 
cédente va  nous  fournir  une  seconde  solution  du  problème. 

Décrivons  de  A,  con^me  centre,  avec  AB  comme  rayon,  une 
circonférence  et  portons  sur  cette  dernière  les  cordes  BK  ==  KL 
=  LE  =  AM;  AM  étant  le  grand  segnient  du  côté  AB  divisé  en 
moyenne  et  extrême  raison. 
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D'après  un  théorème  bien  connu,  AM  sera  le  cùlé  du  décagone 
inscrit  dans  cette  circonférence  et,  par  conséquent,  Arc  13E  =  3.36° 
=  108°  ;  E  est  donc  un  sommet  du  j)enfagone  cherché. 

En  se  basant  sur  la  construction  de  la  division  en  moyenne  et 
extrême  raison  donnée  par  Mascheroni  dans  sa  (îéoniétrie  du 
compas,  il  est  facile  d'obtenir  le  pentagone  régulier  en  n'utilisant 
que  le  compas. 

De  A  comme  centre  avec  AB  comme  rayon  décrivons  une  cir- 
conférence; sur  cette  dernière  portons  à  partir  de  B  les  cordes 
égales  BF  =  F^  =  ^H  =  III  =  AB. 

De  B  et  H  comme  centres  avec  B^  comme  rayon  décrivons  les 
arcs  gO  et  FO  (jui  se  coupent  en  0  et  enfin  de  ^  et  J  comme 
centres  avec  AO  comme  rayon  traçons  deux  arcs  de  cercle  qui  se 
croisent  en  M  sur  AB,  Il  suftira  de  porter  sur  la  circonférence  les 
cordes  BK  =  KL  =  LE  =  AM.  E  sera  un  sommet  du  penta- 
gone. 

Il  est  facile  de  démontrer  la  construction  de  Mascheroni.  Po- 
sons AB  =  a;  on  a  B/7  =  HF  =  «^3,  donc  dans  le  triangle 
rectangle  OAB  :  UA'  =  (flV^3)"  —  a-  =  2a-,  OA  =  a\'i.  La  corde 
auxiliaire  yl  coupe  le  rayon  AH  en  P,  on  a  : 

\   2   /  4  2 

et,  par  conséquent 

AM  =  -(v'5-i), 

relation  qui  prouve  l'exactitude  do  la  construction. 

Remarque.  —  AO  est  le  côté  du  carré  inscrit  dans  la  circonfé- 
rence. 

uni:  l)ÉiMONST|{ATI0N 

nu   TiiKoniiMi!]    dk   pvthagoiu'] 

Par  IVI.  %VoIkow,  professeur  à  l'ixole  renie  de  Snint-Pctcrsboiirg, 


Prenons  la  figure  classique  et  aux  points  B,  C,  élevons,  à  BC, 
des  |)erpondiculaires  BD,  CE  dans  la  direction  opposée  à  celle 
que  l'on  considère  habituellement.  Nous  observerons  d'abord  (jue 
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la  figure  BCDE  est  un  carré.  En  elîet,  le  triangle  MBD  a  ses  côtés 

perpendiculaires    à    ceux 
../,  de  ABC  et,    comme    BM 

=  BA,  ces  triangles  sont 
égaux  ;  on  a  donc  BD=BC. 
On  voit,  de  môme,  que 
CE  =  BC. 

Cela  posé  ;  si,  de  la 
figure  BMFQCB  on  re- 
tranche les  trois  triangles 
égaux  BMD,  DPE,  CQE, 
il  reste  le  carré  construit 
sur  BC. 

Si,  de  cette  même  figure,  on  retranche  ABC  et  le  rectangle  AP, 
il  reste  les  deux  carrés  construits  sur  AB  et  sur  AC.  Or,  le  rec- 
tangle AP  et  le  triangle  ABC  représentent  trois  triangles  égaux  à 
BLD;  donc,  etc.. 


UN  PROBLÈiAIE  DE  GEOMETRIE  PRATIQUE 

(8e  solution;  voir  page  86). 


Inscrire  dans  un  quadrant  de  cercle  un 
côtés  soit  2'iarallèle  à  la  corde 
de  ce  quadrant. 

On  a  ME  =  MC,  par  suite 
No  est  le  tiers  de  NC. 

n  suffit  donc  de  partager  le 
segment  PA  en  trois  parties 
égales  et  de  mener  la  droite, 
issue  de  C,  qui  passe  par  le 
point  de  division  le  plus  rap- 
proché de  P  :  cette  droite  coupe 
le  cercle  donné  au  pointe,  etc.. 
(M). 


car-ré  dont  Vun  des 
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SUR   L'EQUATIOX   asinx^bcosx  =  c, 
Par  M.  F.  J.  Vaes  (*) 


1.  —  Prenons  (fig.  i)  (**)  OA  =  a,  AB  =  b,  alors  -  est  la  (an- 

a 
génie  de  AOB;  cet  angle  est 

donc  l'angle  auxiliaire. 

Décrivons  de  0  comme  cen- 
tre un  cercle  de  rayon  R,  prc- 

nons  OC  =  R     ,    et  menons 
a 

par  le  point  C,  DD'  parallèle  à 

OB.  Alors,  les  angles  DOA  et 

D'OA    satisfont    à    l'équation 

donnée. 

En  effet,   si  l'on  mène  DF 

parallèle  à  GO,  on  a  : 


Fis.  I 


et 


ou 


DE=Rsin  DOE, 
AB 


EF 


EF 


UX-^^^' 


RcosDOE. 


Mais  DF  =  DE  +  EF  =  CO  ;  donc  R  sin  DOE  ^-  -  R  ces  DOE 


on  a 


sin  DOE  4-  b  cos  DOE  =  c. 
De  même  :  si  D'F'  est  parallèle  à  CO,  on  a  D'E'  =  R  sin  D'OE, 


et 


E'F'  =  0^.OE'  =  ^  (-  R  cos  D'OE). 


(*)  rxlroil  truno  lirnrlmre  iml»lit''0  ."i  norincliiMn  (Hollaiulc),  ou  i.S.,<l,  iuli- 
tulée  Etude  Goitinmètrique. 

i")  Par  un  «icfaut  graphique  do  la  (f^fi-  w  le  point  D  n'i»5f  pas  rcprt5- 
senté,  avec  uao  exactitude  sulli5aatc,  comme  apparteuaut  au  cercle. 
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D'F'  =  D'E'  —  E'F'  =  CO  ; 


R  sin  D'OE  +  -  R  ces  D'OE  =  - 

a  a 


a  sin  D'OE  -i-  b  cos  D'OE  =  c. 


2.  —  Comparaison  des  constmclions  connues  (*). 
Traçons  (fir/.  2)  la  tangente  en  A'  ;  elle  coupe  DD'  en  Dj  ;  puis 
menons  D,E  parallèle  à  DO,  et  DjF  pa- 
rallèle à  D'O,  ce  qui  revient  à  déplacer 
le  secteur  OD'D  de  façon  que  0  vienne 
on  D,,  et  DD'  le  long  de  013,  alors  on  a 
la  solution  de  M.  Droz-Farny.  Dans  la 
construction  de  M.  Lauvernay,  il  suffit 
de  tracer  le  cercle  BD  en  son  entier  pour 
voir  qu'elle  est  toul-à-fait  égale  à  celle 
de  M.  I^emoine.  La  première  se  termine 
par  le  tracé  du  cercle  BD  ;  l'autre  dé- 
bute par  ce  tracé.  L'autre  cercle  employé 
dans  ces  deux  constructions  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
OD'D;  la  droite  D'D  cherchée  est  la  cordé  commune  des  deux 
cercles. 

Les  équations  des  deux  cercles  sont  : 

(i).  x^  -h  if'  =  c^, 

(2)  U-ih\+[y-\ 


1  /   -^ 


^), 


l'équation  de  l'axe  radical  est  donc  : 

(3)  hx  -\-  aij  ^=^  c^. 

Les  équalions  (1)   et  (3)  conduisent  à  la  solution  de  M,  de 
Longchamps  (lac.  cit.). 


{*)  Voyez  Journal,  i^yG,  pp.  5,  59,  ^\. 
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IIELATIOXS  MÉTllIQUKS 

ET   TllIGOXOMÉTIUQUKS 

ENTRE   LES    ELEMENTS    LLNEAIRES    ET   ANGULAIRES 

DU    QUADRILATERE    INSCRIT    COMPLET 

Pai"  M,  Lecoeq,  ancien  professeur  au  Lycée  d'Avignon. 

(Suite,. iSy-;  p.  78'. 


20  (*).  —   Des  bissectrices  limitées  SGj,  SG',  QG,  QG'  et  des 
droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés. 


ce    _  ,-        q  _  2  5A/(a  —  c)  \'{p  —  b){p  —  d) 
bUi 6^  (a^  -  c^)  {d'  -  h-')  ' 

cr'  —  ^  ^  ft  _  2c//i/(a  —  c)  \^(2-)  —  h)  {p  —  d) 
bO  _  0  +  [i  _  (a-^  _  c^)  {d-^  -  b-^) ' 

OF    _  V  _  ^  —  2rA/(c^  —  b)  \\p  —  a)(p  —  c) 

rn.'  —  .,       .  —  2a/<^(</  —  ^^)  V^Qj  —  a)  {p  -  c) 
uj.  _  ^  _  /  _  ^^^,  _  ^,^  ^^^,  __  ^^^ 

Droite  joignant  les  inilioux  do  AB  et  CD 

coefficient  angulaire col":  ~  , 

"  m  -\-  n       °  ■> 


(*)  Le  point  L,  dont  il  a  été  (lucslioii  dans  les  paragraphes  précédents,  et 
dont  l'iniporlance  est  manifeste,  occupe  comme  on  l'a  vu,  sur  IIK,  une 
position  déterminée  i)ar  le  rapport  des  diagonales;  il  se  trouve  encore  situé 
sur  quatre  droites  définies  passant  par  les  sommets  du  quadrilatère.  Lu 
effet,  des  formules  autérieurement  établies  (§  16;,  on  tire  : 

S 
a  +  c' 

Par  conséquent  : 

Si  l'on  prolonge  les  deux  cites  d'un  angle  du  quadrilalère,  A  par 
exemj>le,  d'une  longueur  égale  au  c6té  opposé,  la  diagonale,  issue  de  A, 
du  parallélogramme  construit  sur  les  lignes  a  +  c  et  d  -j-  h,  ainsi  for- 
mées, pusse  pur  h- po'int  h  \  l'aire  du  quadritutire  ABCI)  est  double  de 
celle  des  triangles  ugaitt  ces  lignes  your  bases,  et  le  iioint  L  pour  sum- 
niet  opponé. 
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11°  2  1  direction  symétrique  de  QI,  ou  '— , 


longueur  -  v  w^^  -1-  n-  —  27nn  cos  1. 

Droite  joignant  les  milieux  de  AD  et  BG 

^     ^J2,  — |—  n  I 

coefficient  angulaire cot^ï  -, 

direction  symétrique  de  SI,  ou  -7, 


longueur  -  \  m-  h-  n'^  -v-  2inn  eus  i . 

Il  serait  facile  de  vérifier  avec  les  coordonnées  des  milieux  des 
quatre  cotés  que  les  deux  droites  précédentes  passent  par  le 
milieu  de  HK,  et  que  SU,  SK  et  QH,  QK  sont  symétriques  par 
rapport  à  SL  et  QL,  ce  qui  est  du  \s  l'aatiparallélisme  des  côtés 
opposés  du  quadrilatère. 

On  trouvera  aussi  la  relation  : 

mi  _  m^ 

21.  —  Élémeiits  du  triangle  SOQ. 

Le  point  I  est  le  point  de  rencontre  des  hauteurs,  de  sorte  que  les 
angles  SIQ  et  0  sont  supplémentaires. 
Soit  II  le  pied  de  la  hauteur  QIli, 
Ig  le  pied  de  la  hauteur  Silo. 
Coefficients  angulaires  des  droites 


QO 
SO 
SI 


(g  —  c){d  —  h)     /{p  —  a)  (p  —  c)  _  ^ 
{a  -^c){d-^b)\  (p  —  b)  {p  —  d)  —  è'i  ' 

(g  -+-  c)  (a?  +  b)     /{p  —  a)(p  —  ç)  __  87 
(n  —  c)  {d  —  b)  y  {p  —  b){p  —  d)        p^  ' 

(g  +  c)  {d  H-  b)     /{p  —  b)(p^^  =  ^h 
(g  —  c)  (d  —  b)  \    [p  —  g)  (p  —  c)  a- 


01  _  (g  -  c)  (d  -  b)  .  /{p  -b){p-  d) 

(g  +  c)  (rf  +  ^)  V  {f>  _  a)  (j,  _-  c) 
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distances  OQ,  OS,  IQ,  IS 


^  -^—407  •  «  —  c  V  (p  —  a)  (p  —  c)  ~  ô^'y^'  —  a=^fi- 


os=;^ 


\/w^ 


4r>^  •  C^  _  i  V   (p  _  i)  (p    _  rf)  —  8^7^  —  %'^-' 

^^  ~  hl{a  —  c)  ^        oï     '~~       8Y_3t.p2 


,.        hd{a+C)\/{p-b){p  -cl)  ^^vV:-^.^2+a^_.<.:^-^^)v/5-'Y^  +  a- 

^^  —  A;(rf  —  h)  ^      OY      —      ÔY  — «'P' 

hauteurs  QIj  et  SI., 


^  A^Z'(^^  -  6)  y/Qj  -  h)  (p  -  cl)  ^         oy 
^  '         S(a-  —  C-)  (o{-  —  1^-)  {a  -i-  c)    ^  ^'^i^'  +  p*  ' 

h'P(n  —  c)  k'jp  —  a)  ip  —~c) 


''  ~  S(a^  —  c^)  (cZ^  -  b')  (cl  +  &)    ^  v'ô-Y^  -+- a^' 
lignes  Irigonométriques  de  l'angle  SOU  =  0, 

'S ^  -  /,2(a2 _ c2)  (rf2 _  1,2^ .      cos u _  ^,^.,^,_^^,^^.,^,^,^^  = 

sin  0=  '    ^- 


s/{o^f  +  a*)  (oY  +  r) 


22.  —  Distances  au  centre  et  longueurs  de  Ci  et  Cj  cordes  du 
cercle  0  interceptées  sur  Qli  e^  SL. 

'         (52^2  _  ^..^2)  ^32,^2  _^  pi  '  (82^2   _    ^2p^  y/32^2    _^_  3^4  ' 

Remarque.  —  La  circonférence  décrite  sur  SQ  comme  diamètre 
passe  par  les  points  S,  Q,  L,  w,  I,,  I^  et  les  pieds  des  hauteurs 
abaissées  des  sommets  S  et  Q  dans  les  triangles  (6,  S),  (cZ,  S);  (a,  Q) 
et  (c,  Q).  Le  rapport  des  dislances  de  chacun  de  ces  dix  points  atix 


milieux  H  •  t  K  dis  diagonales  et  égal  au  rapport  — 


(.4  suivre). 


m 
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NOTICE  IIISÏOUIQUE 

SUR   LA    GÉOMÉTRIE    DE   LA   MESURE 
Par  M.  Atibry 

(Suite,  voir  1897,  page  87) 


GEOM.    INDIV.    —    LIB.    III 

I.  —  Soit  le  seg^nent  circulaire  ou  elliptique  DEM  {fig.  27)  ; 

la  somme  des  carrés  des  droites  CN  est  à  celle  des  carrés  des 

droites  CM  comme  EB  -1-  3.BR  à  6.BR,  ou  bien 

OB  -4-  ER  à  6.BR.  En  effel,  d'après  la  proposi- 

lion  préfédenimenl  démontrée 


s(CM' 


EB       BR 
S(RC.CE)  _   6    ~^    2 
S(RB  BE)  ~        BR       ' 


Corollaire  I.  — Il  suit  de  là  que  le  segment 
sj)hérique  (ou  elliptique)  est  au  cylindre  de  même  base  et  de  même 
hauteur  dans  le  rapport  qui  vient  d'èlre  indiqué.  Par  exemple,  si 

le  plan  sécant  passe  par  le  centre  0,  ce  rapport  devient  ^t-ttô  =  0; 

la  demi  sphère  (ou  le  demi  sphéroïde)  est  donc  égale  aux  deux  tiers 
du  cylindre  circonscrit. 

Ce  théorème  n'est  pas  applicable  à  la  sphère  entière  :  le  suivant 
n'a  pas  la  même  limifation. 

Corollaire  U.  —  On  remarquera  que,  en  menant  les  cordes 
DE.  EP,  on  a 


:s(CU) 


1 
3' 


5:(GM  ) 

ainsi,  la  demi  sphère  (ou  le  demi  sphéroïde)  est  moyenne  arithmé- 
tique entre  le  cône  inscrit  et  le  cylindre  circon 
scrit. 


II.  —  Au  segment  de  cercle  ou  d'ellipse  BM 
(fîg.  28),  circonscrivons  x'.n  rectangle  DN,  on  a 


Z{\L) 


3.BA.A0 


^^-^  !  "^x    i 

>-      1 

v(jK')~BM(MO-i-UA)- 

Démonsiralion  analogue  à  la  prccédeule. 


Fitr.  q8 
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De  là  un  nouveau  moyen  de  comparer  la  sphère  (ou  le  sphé- 
roïde) au  cylindre  circonscrit. 

V.  —  Soit  DBF  un  demi  cercle  {ou  mie  demi  ellipse)  {flg.  29). 
Circonscrivon'i-lui  le  rectangle  AF  et  ti- 
rons les  droites  AE,  CE  :  pour  toute  trans- 
versale XG,  on  a 

XG'  =  TÂJ  +  YR'. 

La  démonstration  est  facile. 

Corollaire.  —  Il  s'ensuit  que  la  tranche 
de  sphère  (ou  de  sphéroïde)  égale  la  diflérence  des  tranches  cor- 
respondantes du  cylindre  et  du  cône.  De  là  une  nouvelle  cubalure 
partielle  ou  totale  extrêmement  simple  de  ces  deux  corps  (*). 

XIll.  —  Circonscrivons  un  rectangle  OV  (fig.  3o) 
au  quadrant  de  cercle  [ou  d'ellipse)  OCD,  il  s'agit  de 
déterminer  le  rapport  de  S(IF-)  à  2(EF-).  On  a 


Fig.  3o  ^    donc 


I(IF') 


=  1 


1F'  =  Ef'  -\-  El' 

—  2.EF.TF, 

l(EI^)       „  x.El  _  ^ 

.    2           surf.  ODIC 
^  :i        ^    recl.  UV 

I(EF  ) 

Corollaire.  —  Le  rapport  qu'on  vient 
de  trouver  est  celui  des  solides  produits 
par   la  révolution   du   quadrant  et  du 
rectangle  autour  de  DV.  Le  premier  de   ^ 
ces  solides  s'ap()elle  apev. 


XIV,  XVI,  XVIl.  —  Considérons  la    d 
figure  formée  d'un  cercle  {ou  d'une 


-^^ 

r 

y    t\ 

V 

X 

\ 

A 

G 

E  F 

Fie  3i 


(')  On  tire  de  là  le  théorème  général  suivant  : 

(1)  Si  trois  solides  de  tnénie  hauteur  sont  tels  que  les  sections  du  pre- 
mier et  du  second  soient  ensemble  égales  à  celle  du  troisièinc,  le  volume 
de  ce  dernier  est  égal  à  la  somme  des  deux  autres.  (le  tliéorinie,  consé- 
quencn  du  tli^'orèine  d'Arcliiinèdo,  s  applique  à  un  nombre  quelconque  de 
solides    On  l'étend  immédiatement  aux  surfaces. 

La  mélliode  de  cubalure  résultant  de  ccUo  remarque  a  •'■t<''  reirouvéo 
récemment  voir  le  Traité  de  Géom.  de  F.  I.  C),  ainsi  que  plusieurs  de 
celles  qu'il  nous  reste  à  exposer. 
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ellipse)  ME  [flg.  3i)  et  du  rectangle  circonscrit  HF  prolongé  en 
NO.  Il  faut  trouver  les  rapports 

s(Tx')     ^^')    s(sx'''  —  Tx') 

s(YXy      :s(YXy  s(ST') 

Comme  ÏX^'  =  XY-  h-  YT^  —  2.XY.YT,   le  premier  rapport 
est  égal  à 

AG'  Z(Yt')  _      S.YT  _  2  /AGy  _     surf.  MGE 


'  "^  Âd'  \Y\')       ^  --"^^"^  "  ^  "^  3  \\?}         ^    rect.  MO 

Ou  a  ainsi  la  mesure  du  tgmpanum,  produit  par  la  révolution 
de  la  figure  CMGEO  autour  de  00. 

Le  second  cas  se  traite  de  même  et  donne  la  mesure  de  la  basis 
columnaris,  produite  par  la  révolution  de  la  figure  CMBEO  au- 
tour de  CO. 

Le  troisième  rapport  peut  s'écrire 

o  AP  -?^  —     —  '^-ST  Z(RV') 

AP  cercle  ou  ell.  3 „  AP  cercle  ou  ell. 

""  ^  BG     rect.  H  F      2  "~     BG      rect.  HF     ' 

Ce  rapport  est  aussi  celui  du  volume  de  Vamiulus  produit  par 
la  rotation  du  cercle  (ou  ellipse)  ME  autour  de  CO  à  la  sphère  (ou 
sphéroïde),  produite  par  le  même  cercle  (ou  ellipse),  tournant 
autour  de  ME. 

Quand  celte  dernière  figure,  au  lieu  de  tourner  autour  de  CO, 
tourne  autour  de  NF,  on  a  Vannulus  strictus. 

Cavalieri  donne  ensuite,  par  les  mômes  moyens,  la  mesure  du 
solide  produit  par  un  segment  circulaire  (ou  elliptique),  d'abord 
autour  de  sa  corde  :  1°  dans  le  cas  où  le  segment  est  plus  grand 
qu'un  demi-cercle  (ou  ellipse),  solide  appelé  mahnn  roseuni  (ou 
cptoneum)  ;  2°  dans  le  cas  où  il  est  plus  petit,  ce  ciui  donne  un 
solide  appelé  malmn  çïtriwn  (ou  oliva)  ;  ensuite,  autour  d'une 
parallèle  à  sa  corde;  puis,  par  une  ellipse  tournant  autour  d'une 
parallèle  quelconque,  ou  d'une  parallèle  à  cette  tangente.  Il  ter" 
mine  en  indiquant  plusieurs  autres  sujets  de  recherches  :  solides 
produits  par  une  ellipse  tournant  autour  d'un  diamètre  {jiirum^y  ou 
autour  d'une  parallèle  à  ce  diamètre  {maluin  paradisum  ou 
ficus,  suivant  les  cas). 
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GEOM.    INDIV.    —    LIB.    IV,    V    ET   VI 

Nous  citerons  du  qualrièiue  livre  : 

I.  —  Le  segment  de  parabole  est  égal  aux  deux  tiers  du  pa- 
rallélogramme circonscrit.  En  elîel,  on 

a  {fig.  32)  a  ^   ^J     ^  ^ 

NM  _  ÔB^  _  NF"  \y^^  rWx/Mi, 


don( 


^(EH-') 


:v 


O    H 


XXI.   —   Le   conoUle   parabolique    est   égal  à   la  moitié    du 
cylindre  circonscrit.  En  eiïet 

or  _  XY     jx 

jl^  ~EH~  GH' 


donc 


1(1  M") 
2(ÏL-') 


S. IX 
S.GH 


Nous  avons  présenté  les  deux  démonslrations  avec  la  simplicité 
qu'elles  comportent  :  elles  sont  obtenues  chez  lui  par  des  détours 

pénibles  et  embarrassés.  Le  reste 
du  livre  IV  concerne  les  solides 
produits  par  la  rév(dutiun  d'un 
segment  i)araboliiiue  autour  d'un 
diamètre,  comme  ST  {fig.  33), 
c'est-à-dire  la  recherche  dos  va- 


Fig.  33 


leurs  des  rai)pûrls  suivants,  ST  étant  eu  dehors  du   segment,  ou 
en  dedans,  ou  le  coupant  en  U  : 


v:(MS-) 


i:(.NsV 


ï(iMs"  —  m) 


i:(PS")       i:(>.S")         '  i:(NS") 

Ces  solides  sont  Vapex  parabolicus,  Vacervus,  le  semiannu- 
lus,  etc. 

Dans  le  ciiiquirme  livre,  il  donne  d'abord  des  théorèmes  ana- 
logues à  ceux  du  précédent,  mais  concernant  l'hyperbole,  et  dont 
on  restituera  sans  jieine  les  énuucés  et  les  démonstriitiuiis.  .Nous 
ne  leliendrons  cpie  le  suivant,  à  cause  de  sa  simplicité. 
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Fig.  34 


XXV.  —  Mesure  du  tympanum  hyperbolicum  produit  par  un 
segment  d' hyperbole  MAN,  tournmit 
autour  de  Vaxe  non  transverse.  On 
a  {fig.  34) 

Mû'  =  Rû'  -f-  su'. 

Le  A'olnme  est  donc  égal  à  la  somme 
d'un  cylindre  et  d'un  cône  aisément 
déterminablos  (*). 
Dans  le  sixième  livre,  Cavalieri  ramène  ainsi  la  quadrature  de 
la  spirale  d'Archimède  à  celle  de  la  parabole. 

Soit  la  parabole  OMA  {fig.  36),  telle  que  la 
tangente  OB  soit  égale  au  rayon,  et  l'ordonnée  AB 
à  la  circonférence  génératrice  de  la  spirale.  A 
l'ordonnée  MP,  correspond  un  secteur  élémentaire 
de  la  spirale,  qui  aura  un  rayon  égal  à  OP.  On  a 
donc 


snrf.  spirale 
suri',  [xirab. 


vfsect.  OP)  _  S(OP  ) 
i:(ord.  xM[»)"~   I.MP 


=  1 . 


(*)  11  est  surprenant  que  cette  extension  du  théorème  V  du  livre  III 
n'ait  pas  été  suivie  de  celle  relative  au  conoïde  hj'perbolique  d'Archi- 
mède (à  deu.x  nappes).  On  a  en  effet 


MP    —  PT"  +  UP% 

ce  qui  montre  que  ce  conoïde  est  de  même  égal  à  un  cône  et  un  cylindre. 
Cavalieri  trouve  péniblement  les  sommes  des  carrés 
des  ordonnées  de  l'hyperbole  par  sa  méthode  habi- 
tuelle. 

En  général,  soient  deux  droites  OA,  OB  {fig.  35) 
coupées  en  K  et  L  par  une  perpendiculaire  à  AB,  Si 
on  prend 


Fig.  35 


PxM    =^--  PK    +  PL'      et      Pjh"  =  PL'  —  PK 


les  lieux  de  M  et  de  tn  sont  deux  coniques  telles  que, 
tournant  autour  de  AB,  les  cercles  décrits  par  PM  et  P»i  seront  respec- 
tivement la  somme  et  la  différence  de  ceux  décrits  par  PL  et  PK.  Le 
volume    est    donc  la  somme  ou  la  différence  de  deux  cônes. 

Dans  le  cas  où  les  deux  droites  OA,  OB  sont  également  inclinées 
sur  AB,  le  lieu  de  -m  est  un  conoïde  parabolique.  De  là  un  nouveau 
moyen  de  le  mesurer. 
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puisque  MP  =  ÛP".  La  surface  retranchée  dans  le  cercle  est  donc 

égale  au  segment  parabolique  OAB  (*). 

(À  suivre). 

BACCALAURÉAT  CLASSIQUE  ET  MODERNE 

[LETTRES-MATHÉMATIQUES;  3  Avril  1897). 

Académie  de  Paris 

1»  Problème  obligatoire  :  On  considère  la  somme  Sj  des  /*  premiers 
nombres  entiers,  et  la  somme  So  de  leurs  carrés.  On  demande  comment 
varie  le  rapport  de  S^  au  carré  de  S,,  quand  a  croit,  par  valeurs  entières,  à 
partir  de  l'unité. 

1°  Questions  à  choisir  :  (a)  Connaissant  sin  a  calculer  sin  -  et  cos  -. 

(b)  Résoudre  un  triangle  connaissant  ses  trois  côtés. 

(c)  Résolution  trigonométrique  de  l'équation  du  second  degré. 


ENSEIGNEMENT   MODERNE 

(LETTRES-SCIEXCES) 


Problème  :  Une  droite  FF  de  longueur  2c  étant  donnée,  on  décrit  une 
circonférence  sur  cette  droite  comme  diamètre  et  on  considère  les  deux 
points  F  cl  F  comme  les  foyers  d'une  ellipso  qui  coupe  la  circonférence 
précédente   On  pi'opose  : 

lo  D'établir  l'équation  qui  permet  de  calculer  ou  de  construire  le  demi- 
grand  axe  a  de  celle  ellipse,  en  supposant  que  le  rectangle  ABCD,  inscrit  à 
la  fois  dans  le  cercle  et  dans  l'ellipse,  ait  une  surface  donnée  K-. 


{'}  G.  de  Saint-Vincent  et  Cavalieri  ont  iHudié  les  nombreuses  analogies 
de.  la  sj)irale  d'.Vrchimède  et  de  la  parabole,  en  représentant  la  preiuière 
comme  une  parabole  enroulée  autour  de  son  sommet  G  suivant  cette  loi  : 
si  M  est  un  point  quelconque  de  la  spii-ale,  on  dtcrira  du  centre  0  l'arc 
circulaire  MF  coupant  l'axe  polaire  en  P,  et  on  prendra  perpendiculaire- 
ment à  ce  même  axe  la  ioiiguenr  Pjx=-  arc  .MF  :  le  lieu  de  [x  est  une  para- 
bole. 

11  était  aisé  de  tirer  de  là  la  correspondance  des  construclions  de  la 
tangente  aux  deux  courbes,  l'i  galilé  du  siclt-ur  compris  entre  les  rayons 
vecteurs  de  deux  points  de  la  spirale,  et  de  la  surface  comprise  entre  les 
ordonnées  des  points  correspondants  dans  la  parabole. 

Il  y  avait  même  lieu  de  croire  que  les  arcs  correspondants  sont  de 
même  égaux.  Celte  propriété,  énonc-e  d'abord  par  Rob'rval,  vers  ifj.'i'i,  a 
été  démontrée  par  Pascal  en  i(jJ8  par  la  méthode  des  Anciens.  Wallis  en 
u  donné  une  dénionslralion  plus  simple,  qui  revient  h  celle  que  nous 
avons  fait  connaitr»?,  J.  S.  1893,  p.  i'|."). 
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2"  De  faire  connaître  les  conditions  de  possibilité  du  problème  et,  pour  la 
limite  supérieure  de  K2  ainsi  trouvée,  d'exprimer  la  valeur  de  a. 

3»  De  calculer  le  rapport  de  la  valeur  limite  K-,  à  l'aire  de  l'ellipse  cor- 
respondante. 

Questions  à  choisir  :  (a)  Définition  complète  des  six  lignes  trlgonomé- 
triques;  former  le  tableau  de  leurs  variations  quand  l'arc  croit  de  o  à  au. 
Courbes  représentatives. 

(b)  Énoncer  et  démontrer  le  théorème  des  projections. 

(c)  Établir  les  formules  des  lignes  trigonométriques  z-elatives  <\  l'addition 
des  arcs. 

EXERCICES 


22.  —  Trois  cercles  éf/aux passe/it  par  un  point  0.  Démontrer 
que  le  segment  de  droite  qui  réunit  les  points  d'intersection  de 
deux  de  ces  cercles,  supposés  fixes,  avec  le  troisième,  est  de  gran- 
deur constante  et  a  toujours  la  même  direction,  quelle  que  soit 
la  position  de  ce  dernier  cerclé  autour  de  0.  (M). 

23.  —  Oti  donne  un  cercle  et  deux  cordes  quelconques. 

Par  les  extrémités  de  cJiacune  d'elles,  on  leur  élève  respecti- 
vement des  perpendiculaires  :  démontrer  que  le  point  de  ren- 
contre des  diagonales  du  parallélogramme,  ai}zsi  obtenu,  est  au 
centre  du  cercle  donné.  (M). 

24.  —  On  donne  un  triangle  abc  et  la  pcu-allèle  menée  de  b  a 
ac.  Bu  milieu  m  de  ac,  on  mène  une  droite  arbitraire  qui  coupe 
cette  droite  en  1  et  bc  au  point  p.  Démontrer  que  la  droite,  qui 
joint  le  poi7xt  I  au  milieu  de  ab,  partage  en  deux  parties  égales 
le  segment  \)\^'>  (M). 

25.  —  Par  le  point  c,  commun  à  deux  cercles  de  centres  o  et 
o',  on  fait  passer  une  droite,  qui  coupe  en  a  le  cercle  de  centre 
o  et  en  b'  Vautre  cercle.  On  prend  le  poitit  m  où  se  coupent  les 
droites  ao,  bo'  :  on  demande  le  lieu  de  ce  point,  lorsque  ab  tourne 
autour  de  c.  (M). 

26.  —  Da?is  une  circonfére?ice  de  cercle,  on  mène  les  cordes 
ab,  bc,  cd,  piuis  ûe  parallèle  à  ab  et  ei parallèle  à  bc.  Démontrer 
que  ïa  est  parallèle  à  cd.  (M), 

Le  Directeur-gérant, 
G.  DE  LONGCHAMI'S. 

SAINT-AMANL    (lULK).    —     IJlfllI»  tl\li:    SCIKXTIHi.iUB    ET    I.lTTKBAlRt:,    IIUSSIÈIIE    rKEREiS. 
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SUR 

LES  CERCLES   BITANGENTS  AUX  CONIQUES 

Par  M.  A.Tissot 

(Suite,    1897,    page    97.) 


CERCLES    BITANGENTS    A    CONTACTS    IMAOINAIRES 

55.  — Tout  point  du  second  axe  de  l'hyperbole  est  le  centre 
d'un  cercle  bilangent.  Il  n'en  est  pas  de  même  dans  l'ellipse; 
les  valeurs 

//  =  ^ ,  K'  =  s'  =  b,  a'  =  7-'  =  ^ 
0  0 

correspondent  au  cercle  osculaleur  de  cette  courbe  en  l'un  des 
sommets  du  petit  axe,  mais,  si,  parlant  d'un  point  plus  éloigné 
du  centre  de  la  conique  que  le  centre  de  ce  cercle,  on  effectue  les 
constructions  rcsullant  des  §§  44  et  45.  on  trouvera  un  saillant 
qui  serait  intérieur  à  l'ellipse,  et  une  droite  des  contacts  qui 
lui  serait  extérieure.  Le  point  considéré  ne  sera  donc  le  centre 
d'aucun  cercle  bitangent. 

De  ce  point,  abaissons,  sur  une  tangente  à  la  courbe,  une  per- 
pendiculaire, dont  nous  prendrons  les  intersections  avec  les  deux 
droites  lieux  des  nœuds,  par  rapport  à  la  tangente,  des  cercles  bi- 
tangents  à  contacts  réels  ;  ensuite,  du  même  point  comme  centre, 
décrivons  un  cercle  ayant  pour  nœuds,  par  rapport  à  la  même 
tangente,  les  intersections  ainsi  obtenues;  ce  sera  l'un  des  cercles 
qui  seronts  dits  hitangents  à  contacts  imaginaires.  Nous  appel- 
lerons droite  des  contacts  la  parallèle  à  l'axe  focal  menée  par  le 
point  de  rencontre  de  la  perj7endiculaire  abaissée  du  centre  du 
cercle  sur  la  tangente  avec  la  droite  qui  joint  le  point  de  contact 
de  cette  tangente  au  centre  de  l'ellipse. 

56.  —  Kn  réalité,  le  cercle  et  la  droite  sont  indépendants  de  la 
tangente  à  l'aide  de  laquelle  ils  ont  été  provisoirement  définis. 

Démontrons  d'abord  q>ie  le  rayon  du  cercle,  comme  celui  d'un 
cercle  à  contacts  réels,  est,  avec  la  dislance  de  son  centre  au 
foyer,  dans  le  rapport  de  a  à  c. 

Soient  0  (/?(/.  32)  le  centre  de  l'ellipse,  F  l'un  des  foyers,  MT  la 
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tangente  en  un  point  qnoloonque  M  de  la  conrbe,  II  le  centre  d'un 
cercle  bitangcnt  à  contacls  imaginaires,   IID  la  perpendiculaire 

abaissée  de  H  sur  MP, 
oj  l'inlei'section  de  HD 
avec  l'un  des  lieux  de 
nœuds  de  MT  par  rapport 
aux  cercles  à  con lacis 
réels.  Si,  sur  MT,  nous 
prenons  DC  égal  à  Dw, 
C  sera,  d'après  la  défini- 
tion, un  point  de  la  cir- 
conférence du  cercle  bi- 
tangent  à  contacts  ima- 
ginaires, et  ce  cercle  aura 
pour  rayon  CH.  Il  faut 
prouver  que  le  rapport  de 
(^11  à  FH  est  celuide  a  à  c. 


Fig.  ■', .. 


Menons  UK  et  FG  pcrj)endiculaires  à  MT  ;  G  appartiendra  à 
la  circonférence  du  cercle  principal,  et  si,  sur  OE,  nous  pre- 
nons EJ  égal  à  la  demi-corde  EG,  .1  sera  l'un  des  nœuds  de  ce 
cercle  par  rapport  à  MT,  de  sorte  que  les  trois  points  .T,  M,  m  se 
trouveront  en  ligne  droite  [42],  Menons  aussi  la  normale  MN  jus- 
qu'à sa  rencontre  avec  l'axe  HT.  A  cause  de  la  similitude  des 
triangles  DMoj,  EJM,  les  lignes  Dto,  EJ  sont  proportionnelles  aux 
lignes  DM,  EM  ;  celles-ci  le  sont  à  HX,  ON,  parce  que  DU,  MN, 
OE  sont  parallèles  ;  on  a  donc  Dw.  ON  =  EJ.  HN. 

Le  quadrilatère  OFGT  étant  inscriptible,  les  angles  OGE,  OFT 
sont  égaux,  et  les  triangles  rectangles  de  mêmes  noms  don- 
nent EG.  FT  =  OF.  OG. 

Enfin,  soient  Y  le  point  d'intersection  de  HX,  perpendiculaire 
à  FT,  avec  NY,  parallèle  à  OF,  et  Z  le  quatrième  sommet  du  rec- 
tangle HNYZ.  Les  triangles  HNY,  OFT  étant  semblables,  on 
aura  UN.  OT  =  OF.  NY. 

Si  l'on  multiplie  membre  ii  membre  les  trois  égalités  précé- 
dentes, en  observant  que  Doj  est  égal  à  CD,  EJ  à  EG,  NY  à  HZ, 
et  ÔF'  à  ON.  OT,  il  viendra  CD.  FT  =  OG.  HZ. 

Menons  GR  per|)endiculairo  à  OF.  Le  quadrilatère  OFGT  étant 
inscriptible,  ainsi   qu'il  a  déjà  élé  dit,   Wi}  est  égal  à  TOG,  par 
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conséquent  à  OGR,  et  los  liiana-les  FGT,  OGR  sont  semblables. 
I>es  tiiangles  FGR,  DHT  le  sont  aussi.  De  cette  remarque  et  de  la 
relation  du  précédent  alinéa,  résulte 


CD 
HZ 


OG 
Fï 


GR 
FG 


DH 
lif 


L'égalité  du  premier  rapport  au  dernier  montre  que  les  deux 
triangles  rectangles  CDH,  IITZ  ont  l'angle  droit  compris  entre 
côtés  proportionnels  ;  donc  le  rapport  de  leurs  hypoténuses  est 
égal  à  chacun  des  rapports  extrêmes,  et  aussi  au  second,  de  sorte 
que  l'on  a 

CH.FT  =  OG.TZ. 

De  ce  c|ue  les  lignes  NF,  HX  sont  parallèles  [441,  puis,  de  ce 
que  les  triangles  IITX,  HXY  sont  ?emblal)les,  on  conclut  que  les 
produits  HT.  FX,  IIX.  NV  ou  HX.  HZ  sont  tous  deux  égaux 
à  UN.  TX,  par  conséquent  égaux  entre  eux.  Il  en  résulte  que  MX, 
FX  sont  proportionnels  à  HT,  HZ,  et  que  les  triangles  rectan- 
gles HTZ,  FHX  sont  semblables,  ce  qui  donne 

HX.  TZ  =  FH.  HT. 

Entin.  on  a,  par  les  triangles  HTX,  OFT, 

OF.  HT  =  HX.  FT. 

Pour  obtenir  la  relation  que  l'on  voulait  démontrer,  il  n'y  a 
plus  qu'à  multiplier  membre  à  membre  les  trois  égalités  de  pro- 
duit mises  à  la  ligne  dans  le  présent  paragraphe,  en  y  remplaçant 
OF  par  c,  et  OG  par  a. 

57.  —  Nous  allons  main- 
tenant faire  voir  que  la  droite 
des  contacts,  telle  qu'elle  a  été 
définie  au  §  55,  peut  s'obtenir 
par  les  mêmes  constructions 
que  dans  le  cas  des  contacts 
réels. 

Soient  KV  {fig.  33)  cette 
droite,  0,  ¥,  F'  le  centre  et  les 
foyers  de  l'ellipse,  H  le  centre 
du  cercle,    S   le  second  ])oinl   (riutcr.^cctioii  de  l'axe  Oll  avec  la 
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circoaférence  FHF'.  On  aura  OU. OS  =  c-.  D'ailleurs,  par  un  rai- 
sonnement analogue  à  celui  qui  a  été  fait  sur  les  cercles  bilan- 
genls  de  première  espèce  à  contacts  imaginaires  [33],  on  peut 
démontrer  que  OH,  OK,  HIv  sont  proportionnels  à  c-,h-,  a^  \  il 
vient  donc 

c-  ^  _  i^ o^ 

OH  "  OK  '~~  Hlv  ""  ^* 

De  là  il  suit  que  la  droite  KV  est  la  polaire  de  S  dans  le  cercle 
décrit  sur  le  petit  axe  comme  diamètre  et  dan-  l'ellipse.  Elle  l'est 
aussi  dans  le  cercle  bitangent,  car  de  : 


on  conclut 


H  F  a^ 

HS  =  ^,     HK=:^OH, 


ns.  HK  =  -;  irf  =  r^ 


r  désignant  le  rayon  du  cercle. 

Il  reste  a  démontrer  que  tout  point  de  KV  à  la  même  polaire 
dans  ce  cercle  et  dans  l'ellipse.  Le  raisonnement  serait  le  même 
que  celui  qui  a  été  employé  lorsqu'il  s'agissait  des  cercles  de  pre- 
mière espèce  [35]. 

Nous  renverrons  au  §  36  par  une  propriété  analogue  à  celle 
qui  y  a  été  établie,  et  au  §  38  pour  les  énoncés  de  problèmes. 

{A  suivre). 


NOUVELLES  DElAiONSTRATIONS  (*;    ^ 
d'un  théorème  de  m.  mannheim 


Le  cercle  i7iscrit  daiis  Vangle  abc,  et  qui  est  tangent  intérieu- 
rement en  s  au  cercle  circonscrit  au  triangle  abc,  touche  les 
cotés  cb,  ba  aux  points  a,  y  :  le  milieu  i  du  segment  ay  est  le 
centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  abc.  Le  point  s  est  un  centre 
de  similitude  des  deux  cercles  qui  se  toucbent  en  ce  point.  La 
droite  sa  rencontre  le  cercle  ahc  au  point  a'  liomologue  de  a.  La 
tangente  en  a'  au  cercle  ahc  est  alors  parallèle  à  ab,  par  suite  le 

(*j  Communiquées  par  M.  Mannlieim. 
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point  a'  est  le  milieu  de  l'arc  b-xc;  de  même  y'  est  le  milieu  de  l'arc 
a^l'b,  Les  droites  aa',  cy' se  coupent  alors  au  point  i  centre  du  cercle 
iiisci'it  au  triangle  abc.  La  figure  abc^is%'a  étant  un  hexagone  in- 
scrit dans  le  cercle  abc,  les  points  de  rencontre  a,  z,  y  des  côtés  de 
cet  hexagone  sont  en  ligne  droite.  Ainsi  i  est  sur  ay,  et  comme  ce 
centre  /  est  aussi  sur  la  bissectrice  de  l'angle  au  sommet  du 
triangle  isoscèle  aôy,  ce  point  est  le  milieu  de  la  base  ay  de  ce 

triangle. 

Autrement.  —  Supposons  démontré,  comme  précédemment,  que 

a'  et  y'  sont  les  milieux  des  arcs  sous-tendus  par  bc,  ba.  Le  point 

de  rencontre  t  des  tangentes  a7, 

Y^  étant  l'homologue  de  b,  il  est 

situé  sur  la  droite  sb.  Les  droites 

■x't,  a'6,  a'y',  ol's  forment  un  fai- 
sceau  harmonique,  par  suite  a6, 

parallèle  à  a'/,    est   partagée  en 

deux  parties  égales  par  a'y'  (*).  La 

droite  ay,  parallèle  à  a'y',  puisque 

c'est  son  homologue  contient  alors 

le  symétrique  i  de  b  par  rapport 

à  a'y'.  Ce  point  symétrique  est  à 

la  rencontre  de  la  circonférence 

décrile  de  a    comme  centre  avec 

a'6  pour  rayon  et  de  la  circonfé- 
rence dé  crite  de  y'  comme  centre 

avec  y'6  pour  rayon,  c'est  donc  le 

centre     du     cercle     inscrit     au 

triangle  abc.  On  voit  ainsi  que  ce  centre  i  est  sur  ay  le  pied  de  la 

perpendiculaire  abaissée  de  b  sur  cette  droite  :  c^est  donc  le  milieu 

de  «Y- 

Autrement.  —  Ap|)eIons  circonférence  C  une  circonférence  de 

cercle  qui  passe  par  les  extrémités  des  côtés  d'un  triangle  et  qui 

rencontre  à  angles  droits  la  bissectrice  intérieure  issue  du  sommet 

opposé  à  ce  côté.   On   sait  (\nune  circonférence  C  contient  les 

centres  du  cercle  inscrit  et  du  cercle  ejj-inscrit  situés  sur  cette 

bissectrice. 


[';  Celle  droite  uvA  pa?  Iraccc  sur  lu  fi|;;uiv.  ni  la  droilc  j>bl. 
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Transformons  par  inversion  cette  propriété.  Prenons  pour  pôle 
d'inversion  le  sommet  h  du  triangle  considéré.  Soient  a,  c  les  in- 
verses des  autres  soinmels  de  ce  triangle.  Le  cercle  ex-inscrit  dont 
le  centre  est  sur  la  bissectrice  intérieure  issue  de  b,  a  pour  inverse 
le  cercle  as^.  Comme  l'inverse  du  centre  de  ce  cercle  ex-inscrit 
est  sur  ay  et  sur  la  bissectrice  de  l'angle  a&y»  il  est  alors  le  milieu 
i  de  ay.  Mais  la  transformée  de  la  circonférence  C  qui  contient  le 
centre  du  cercle  ex-inscrit,  est  une  circonférence  C  qui  passe  par 
a,  c  et  i,  comme  cette  courbe  doit  couper  la  bissectrice  bi  au  centre 
du  cerle  inscrit,  on  voit  que  ce  centre  est  le  milieu  i  de  ay. 

NOTE  8UU  L'AlUTlllMÉTlQUE  BINAIRE 

Par  M.  Ed.  C'oUignon,  Inspecteur  général  des  Ponts-et-Ghaussées,  en  retraite 

{Suite,  Y.  189-  ;  p.  101). 


Passons  à  la  représentation  des  fractions. 

Les  nombres  binaires  0,1,       0,01,       0,001, 

représentent  les  fractions  -,  -, ,  „ ; 

34  o  ' 

généralement,  l'unité  à  la  suite  de  n  —  1  zéros  placés  après  la 
virgule,  représente,  dans  le  système  binaire,  la  fraction  — . 

Pour  exprimer  dans  le  môme  système  une  fraction  quelconque, 
-  par  exem])le,  on  procédera  comme  j)0ur  la  conversion  en  frac- 
tion décimale,  sauf  qu'au  lieu  de  multiplier  par  10  les  restes 
successifs  pour  les  diviser  ensuite  par  7,  on  devra  les  multiplier 
par  2.  L'opération  s'effectue  comme  il  suit  : 


1 

X  -i 

X  •>■ 

4 

8 

7 
1 


0.00 I 00 1001 
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La  période  du  quotient  se  dessine  au  troisième  chiffre  après  la 
virgule,  puisque  l'opération  ramène  le  reste  i,  égal  au  numéraleur 
de  la  fraction  donnée.  Le  quotient  est  la  traduction  dans  le 
système  binaire  de  la  progression  géométrique 

111 

8  "^  8^  "^  8^"^'  ' 


dont  la  somme  est  en  effet  égale  à  -. 

Si  l'on  suit  la  im'-iiu'  marche  i)Our  la  fraction  — ,  on   trouve   le 
développement 
1 

=rr   0,00001  1  l  100001  1  I  100001  1  l  1..., 

•7 
ce  que  l'on  peut  écrire  aussi,  en  admettant  les  chiffres  négatifs,   ■ 
1 


0,000100010001000100010001 

17 

Le  [)remier  déveloi)pement  correspond  à  la  progression  géomé- 
trique 


le  second  à 

la  progression 

1           1 

1          1 

-s  +  -F' 

1 

et  la  division  y  aurait  diieclcment  cunduil  si  l'on  avait  |)ris  par 
excès  le  quolit'iit  lorsque  le  dividende  partiel  est  égal  à  iG;on 
obtient  alors  un  reste  négatif  égal  à  —  i. 

On  o|)érerail  de  même  sur  une  fraction  dont  le  numérateur 
serait  diiféient  de  l'unité.  On  trouve  par  exemple 

4 

-   =    0,01   I    I  000  1   1   10  ou 

9 


u,  I 00 I 00 I 00 I 


1  II  1 

2  ■"   2*   "*"   2'   ~  2^ 


I2S 
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OPERATIONS    SUR    LES    NOMBRES    ENTIERS 

De  toutes  les  opérations  de  l'arithmétique,  la  plus  difficile  et  la 
plus  sujette  à  erreur  est  l'addition,  lorsqu'il  s'agit  d'ajouter  un 
grand  nombre  d'entiers.  Si  ces  nombres  sont  écrits  dans  le  système 
binaire,  il  n'y  a  aucune  difficulté  pour  trouver  le  total  des  unités 
contenues  dans  une  même  colonne  verticale,  car  cette  opération, 
qui  constitue  l'addition  à  proprement  parler,  revient  ici  à  compter 
le  nombre  des  chifTres  i  qui  figurent  dans  chaque  colonne.  La 
dinicullé  commence  lorsqu'on  doit  écrire  le  total  obtenu,  et  re- 
porter aux  colonnes  suivantes  les  unités  d'ordre  supérieur  qu'il 
renferme.  Car  le  report  suppose  le  total  traduit  dans  le  système 
binaire,  ce  qui  ne  peut  se  faire  instantanément,  sauf  pour  des 
nombres  très  petits.  Aussi  l'addition  binaire,  tout  en  étant  une 
opération  des  plus  simples,  en  théorie,  entraîne-t-elle  fréquemment 
des  hésitations  et  des  erreurs  dans  la  pratique.  L'emploi  des 
chifTres  négatifs  tend  à  la  faciliter,  en  réduisant  les  totaux  partiels, 
et  en  clairsemant  les  chiffres  significatifs  des  nombres  sur  lesquels 
on  doit  opérer. 

La  soustraction  se  ramène  à  l'addition,  lorsqu'on  admet  les 
chiffres  négatifs,  en  changeant  le  signe  de  tous  les  chiffres  com- 
posant le  nombre  à  soustraire. 


EXEMPLE    [)  ADDITION   : 

lOlOlOOIOl 

10010101010 

10  1010010010 

somme  l  100  1001  1  101 

ou  bien      1010010100101 


EXEMPLE    DE    SOUSTRACTION    : 

100101010101 

10100101010  {  „o^bre  changé   de 
iTlOolIllfir  j     signe  ;  à  ajouter. 
ou   bien        II  00  100101  1 
ou  encore     10  1001001  00  1 


La  multiplication  binaire  n'est  qu'une  addition,  puisque  chaque 
produit  partiel,  formé  en  multipliant  par  le  chiffre  i,  est  la 
reproduction  pure  et  simple  du  multiplicande  lui-même,  qu'il 
suffit  d'écrire  à  la  place  convenable.  Bien  entendu,  il  faut  tenir 
compte  des  signes  si  l'on  a  admis  des  chiffres  négatifs.  On  voit  que 
l'arithmétique  binaire  résout  le  problème  que  s'est  proposé  l'in- 
venteur des   logarithmes  :  elle  ramène  la  multiplication  à  l'addi- 
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lion,  mais  c'est  au   [)rix  d'un   dévoloppemeiit  un  peu  long  des 
nombres  à  multiplier  et  du  produit  auquel  on  parvient. 

L'opération  la  plus  simple  est  la  division.  Elle  se  fait  dans  le 
système  binaire  sans  aucun  làlonnenient,  puisque  l'on  connaît 
d'avance  le  seul  multiple  du  diviseur  dont  on  puisse  faire  usage, 
à  savoir  le  diviseur  lui-même.  Il  convient,  pour  éviter  toute  diffi- 
culté, de  ne  pas  admettre  au  dividende  et  au  diviseur  les  cbiifres 
négatifs, 

EXEMPLE    DE    DIVISION    I 
1 0 I 1 0 1 1  1  j    1101 

1 1 0 1  !  !  1110 


1001 I   1 
I  10 1  ! 


1  I  lo  I 
ou  l.:pii    110  1 

I  I  OI 


01 

Le  quotient  est  iiio  =  looio,  et  le  reste  est  Tunilé.  IVinr  don- 
ner un  e.xemple  de  multiplication  binaire,  nous  nous  arrêterons 
un  moment  sur  l'élévation  d'un  nombre  au  carré.  Au  lieu  d'écrire 
le  nombre  avec  les  cliiffres  binaires,  mettons  en  évidence  les 
puissances  de  9.  dont  le  nombre  X  se  compose,  et  supposons  qu'on 
ait 

NX       .            j      I          ^       ,  0 

=  -i      -r-   •!'    -j-  2'    -T- -h  2    . 

Le  carré  de  N  sera  égal  à  l'expression 

N2  =  2^»  4-  2  X  •>^  +  ''  -r  -y'"'  -h  •^.  X  ?-'  +  • 

H-  2  X  ■'•'^  '^"  "h-  -i'''   -T- 

=   V    ./--.ï   +   V    2^  +    ?  +    •  ; 

la  première  .somme  comprend  autant  di;  termes  (jue  l'expression 
de  N,  mais  avec  des  exposants  doublés;  la  seconde,  une  série  de 
puissances  de  2,  dont  les  e.xposants  sont  les  sommes  des  exposants 
donnés  pris  deux  à  deux,  avec  addition  d'une  unité.  Si  n  est  le 
nombre  des  puissances  de  2  dont  la  somme  forme  le  nombre  N, 
l'expression  de  N-  contiendra  avant  toute  rédiulion  ;/  t(M-mes  de 
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la  ."orme  2^^,  pt    ^ — ~     'termes  de  la  forme  ?.*  "^  '^  "^  \  L'en- 
2 

semble  se  prête  en  général  à  des  réductions  importantes,  lorsqu'il 

renferme  plusieurs  puissances  de  9.  égales,  et  plusieurs  puissances 

conséculives.  Si  l'on  a  par  exemple  trois  termes 


2"  -h  2' 


2'^  X  2, 


on  observera  que 
2'^  X  2  = 


X  2 


'''  X  2  =  2' 


et  ces  irois  termes  se  fusionnent  en  un  terme  unique,  2''. 
Soit  à  élever  au  carré  le  nombre 


N  r=   2'    4-    2''    -l-    2'' 


1, 


traduction  du  nombre  binaire    101  nui  1  :==  loiooiooi.    Le  carré 
de  ce  nombre  correspondra  les  termes, suivants  : 


2'-  —  2' 


2     -r    2  '    -h   2 
-i-  2"  H-  2* 


2* 


2' 


:  2'''  H-  -i'^  -r  2'-  —  2"'  X  2  +  '.>-'"  +  2^  -r  2**  X  2 


I 


2^'X 


+  1 


c'est-à-dire  le  nombre  1  oooooi  01 1  01  0001 
=  1000010101010001. 

Dans  cet  exemple,  pris  au  busard,  le  nombre  N  et  son  carré  N'- 
ont le  même  nombre  de  cbiffres  significatif-,  (jnand  on  se  jjorne 
aux  cbiiTres  positifs. 

Caractères  de  divisiOi/ité  d'un  no)nbre  bi/uiire par  loi  nomhre 
]} vernie}-  p  >  2. 

Le  nombre  N  est  exprimable  par  une  somme  de  })uissauces  de  2. 
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Supposons  que  les  termes  de   la  somme  soieiil  tous  positifs,  de 
sorlc  rju'on  ait  l'égalité 

N  =  'i^  +  a?    -h  2 Y  -I-  ...  -t-  ■■(5. 

le  reste  de  la  division  de  X  par  p  sera  congru  (mod.  ^j)  à  la 
somme  des  restes  fournis  par  les  divers  termes  'i^,  2?,  ...  2'^.  Si 
l'on  conëidére  la  suite  des  puissances  de  2,  011  observe  que  les 
restes  de  la  division  par  p  de  ces  puissances  successives  sont  assu- 
jettis à  une  loi  de  périodicité.  Le  théorème  de  Fermât  montre  en 
efîel  que  l'on  retrouve  le  reste  1  quand  on  divise  par^j  la  puis- 
sance de  2  dont  le  degré  est  ^  —  1 ,  comme  quand  on  opère  sur 
2^  =  1  ;  dans  certains  cas,  on  retrouve  le  reste  1  pour  un  expo- 
sant moindre,  diviseur  de  p  —  1.  Au-delà,  les  restes  se  repro- 
duisent périodiquement. 

Prenons  pour  exemple  le  nombre  p  =  7.  On  aura  pour  les 
j)uissances  2°,  ■>,',  •?-  les  restes  1,  2  et  4;  et  ces  restes  se  repro- 
duiront au-delà  dans  le  même  ordre,  de  sorte  qu'on  pourra  poser 
d'une  manière  générale 

.^ak-r  i  ^  o\  (module  7). 
2="'  ■>-  -  =  4  ) 

(Jue  l'on  donne  donc  un  nombre  écrit  dans  le  système  bi- 
naire, 100111010011,  ce  nombre  est  égal  à  la  somme 

2»»  -4-  2'^  —  2"  -T-  2''  -i-  2'  -h  2'  —  2-  ; 

et  en  se  reportant  au  tableau  des  restes,  on  voit  qu'elle  est  congrue 
à  la  somme 

4  +  4  -1-  ■■<  -i-  1  -+-  '-i  -i-  ?•  -H  1  ^  2  (module  7). 

Ou  aurait  pu  opérer  sur  le  nombre  écrit  plus  simjilement  avec 
des  chiffres  négatifs.  On  aurait  trouvé 

10 100  10 1(1 1(11  ==--  2"   -i-  2'  —  2"  -i-  2*  -r  2-  —  2" 
^:s   î      -î-  1     —  i     -h  2    -r  4    —  1 
^1)      ^  2  (iiKiduIf  7). 
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SUR    LA 

COxXSTKUGTlUN  DES  RACINES  DE  L'ÉQUATION 

a  [s  :c  -t-  h  co[o'  oc  =^c. 


Dans  l'ouvrage  de  M.  Yaes  [Goniovietrische  Sdidie;  n°  ii, 
p.  17),  ouvrage  que  nous  avons  signalé  précédemment,  (p.  109) 
on  trouve  une  construction  des  racines  de  l'équation 

(1)  a  tg  0:  -f-  b  colg  X  =  c. 

J'indiquerai  d'abord  celte  constructi(jn. 

Soient  ^,  A  deux  diamètres  rectangulaires  dans  un  cercle  1"  de 

rayon  h. 

Prenons  CG^a, 
OF  =  Get,surFG 
comme  diamètre 
décrivons  un  demi- 
- — ^  cercle  qui  coupe  la 
tangente,  en  C,  à 
r  aux  points 
K,  E'.   Les  angles 


e'., ;,_E. 


F    - 


~<Vg 


sont  les  racines  de  fi). 
On  a,  en  elFet, 

GE.CE'  =  CO.CG,      ou       a  Ig  .l'.a  Ig  x"  ^--  a. h; 

et,  juir  conséquent, 

(2)  tg^'.  tg.."  =  ^. 

On  a,  aussi, 

(;i)  CE  +  CE  =  OF,      (ui      a{ig  x'  -\-  Ig  x")  =  c. 

Les  relations  (2),  (3)  prouvent  ([ue  tg  rv  ,  Ig  .x"  sont  les  racines 
de(i). 

En  posant  tg.r  =  -;,  ré(|uali(ui  (  1)  prend  la  forme 

az'-  —  cz  +  ^  =  0, 

et  le  problème  (lui  nousoccupe  est  idenli(]uo  au  pnjblème  classiiiue, 
problème  dans  lequel  on  propose  de  construire  les  racines  d'une 
équation  du  second  degré.  On  sait  comment  on  réalise  cette  con- 
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slruction  et  fonimont  on  la  laniène  à  un  problème  de  géométrie 
élémentaire  :  trouver  deux  lignes,  connaissant  leur  somme  et 
l'aire  du  rectangle  constn/it  arec  ces  deux  lignes. 

Les  éf|nations  (a),  (3)  monlrent  comment  M.  Vaes,  dans  le  tracé 
que  nous  venons  de  résumer,  a  réalisé  la  construction  élémentaire 
que  nous  venons  de  rrippeler.. 

On  peut,  d'ailleurs,  de  ce  tracé,  comme  l'a  montré  M.  Vaes  (/oc. 
cit.),  déduire  la  condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation  (t). 

Eu  faisan tconnaître cette  solution,  j'ajouterai  quelques réllexious 
|)ortant  sur  les  équations  trigonométriqucs,  envisagées  à  un  point 
de  vue  général. 

A  chaque  équation  trigououiétrique,  ou  algébrique,  corresj)on- 
dent,  pour  trouver  les  valeurs  de  l'inconnue,  des  tracés  en  nombre 
infini  ;  il  y  a  lieu  de  rechercher  les  plus  simples  d'entre  eux  ;  qu'on 
se  place  au  point  de  vue  géométrographique,  ou  à  un  autre;  au 
point  de  vue  pédagogique  notamment,  dont  la  simplicité  peut  être, 
je  crois,  ainsi  définie  :  le  tracé  le  plus  simple  est  celui  que  les 
élèves  comprennent  arec  reffbrt  d'attention  le  plus  faible  cl 
qu'ils  retiennent  le  plus  facilement. 

Pour  se  rapprocher  de  cet  idéal,  il  faut  chercher  des  tracés 
méthodif|ucs,  découlant  d'une  idée  applicable  à  un  groupe  déter- 
miné de  problèmes.  Ces  tracés  varient  sans  doute  avec  les  divci's 
exem|)les  proposés  ;  mais  ils  se  rattachent  à  un  point  central  d'où 
découlent,  avec  la  variété  inévitable,  inhérente  à  chacun  d'eux, 
les  sohilions  particulières  f|u'ils  comportent. 

Prenons  le  proMèine  du  tiacé  graphique  des  racines  d'une  é|'ia- 
tion  trigououK'tiiquc  ;  ([uelle  est  l'idée  générale  qui  dumine  sa  t^o- 
lutiou?  Ku  désignant  par  ?^  v  les  deux  lignes  trigonouiélriques 
(|ui  entrent  dans  l'équation  considérée  (il  n'y  eu  a  jamais  plus  de 
deux,  si  l'on  utilise  les  formules  fondamentales  de  Ja  trigonomé- 
trie), ou  aura  donc  une  relation  f{u,  r)  =  <>.  >[ais.  entre  ?^  c, 
existe  une  certaine  égalité  o(?^  v)  =  o. 

Alors,  en  prenant  deux  axes  Ou,  Or,  on  obtiendra  le  tiacé 
cherché  en  construisant,  dans  ce  système,  les  deux  courbes  qui 
correspondent  aux  équations  f  =z  <>,  (f  --3=  o. 

Ainsi  pour  réijiialiou 

(i')  a  sin  X  -^  b  cos  .v  =  c, 
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la  inéthudo  coiuiuif,  s\sténiati(iuGnien(,  à  couslruire  iinedtoile  A, 

(\)  z^  ail  ->r  bv  —  c  =  0, 
et  un  cercle  r, 

(r)  :=  H-  -\-  V-  —  1  =  0. 

C'est  ainsi  que  nous  avons  élé  conduit  à  la  solution  que  rappe- 
lait M.  Vaes  {Journal,  p,  i  u») 

Si  nous  prenons  maintenant  l'équation  (i),  la  méthode  que  nous 
indiquons  ici  nous  conduit  à  poser  (') 

a  Ig  .r  =  II,      b  \g  1/  =z  V, 

et  à  considérer  les  deux  équations 

u  —  V  =  c,      uv  =  ah. 

Dans  ces  formules  a,  b,  c,  sont  des  lignes  données;  on  est  ainsi 
ramené,  par  une  voie  naturelle,  au  problème  classique  rappelé 
plus  haut. 

On  sait  d'ailleurs  que  le  problème  qui  correspond  à  (i)  peut 
être  ramené  à  celui  qui  correspond  à  l'équation  (i  )  puisque 
l'équation 

a  ig  ce  -H  b  colg  X  =  c, 
l)eut  s'écrire 

c  sin  2.r  -f-  (a  —  b)  cos  5,/,*  =  a  -i-  /;.  G.  L. 


RELATIONS  IMETUIQUES 

ET    TUIGOXOMÉTRIQUES 

ENTRE    LES    ÉLÉMENTS    LLNEAIRES    ET   ANGULAIRES 

DU    QUADRILATÈRE    INSCRIT    COMPLET 

Par  M.  Lecoeq,  ancien  professeur  au  Lycée  d'Avignon. 

{Suite,  1897  ;  p.  m). 


23.  —  f'onnuh's  relalivcs  an  point  X  et  à  son  conjugué  N'. 
La  ])oint  N  de  rencontre  de  IP  et  de  la  circonférence  0  est 
le    centre     commun    des    cercles    inscrits    dans     les     triangles 


(*)  Cette  idée  etf quelques-unes  des  applicatious  qui  s'y  rattachent,  notam- 
ment la  résolution  graphique  des  équatious  fi),  (i')  ont  été  exposées  par 
nous  dans  le  Bulletin  Scientifique;  1889,  p.  60  à  66. 
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BPD   et    A1*C.    La    position    de    (C   |)oint   ost  drlcnnimV'    par    la 

relation  : 

PN         ht  „    ,        ,^.  2/. /Il» 

l.\=^'       '^''''       ^^  =  ld~^^l:(' 

et 

p..  l'Sabcd 


fhl{hl  -V--ikfy 
et  colle  de  son  conjugué  N'  par 

PN'         hl  „    ,        ,.-,  -ikfW 

et 

pv-, zSabccl 

On  peut  vérifier  que  :  PX.  PN'  =  PO.  PI  =z  P^'. 
Les  coordonnées  du  point  N  sont  : 

=  (a  — c)[/t(c^-h  by  —  2fhl]         _  (^ _ 6)  [/.(a  -h  c)^'  —  2//1 1] 
~  S/lb  -+.  cl)  \/{p—a){p  —  c)  '     "^  ~  8/(a  +  c)v/(iJ  — ^')(p  — (0  ' 

D'autre  jiart  : 

ijl^  =  2''  —  2  A,  APD  =  2''  —  2D, 

BPl  =  DPÎ  ==  1''  —  A  =  ODÏ,       APi  =  CPl  =  1''  —  D  =  (JÀl , 

on  déduit  de  là  les  distances  A,„  et  A„du  centre  0  aux  diagonales. 

A,„  =  H  cos  D,       A„  =  R  cos  A  ;       d'où  : 

ravon  du  cercle  inscrit  à  13PD  :  NP  cos  A  =  ^f^iii^!-^, 

fhl{hl  -\-  ikf) 

1  I    •        •.  .    4  1.,.  x-n        i-w        v.SaJ^?  cos  D 

ravon  du  cercle  inscrit  a  AP(^  :  NP  cos  D  = 


rayon  du  cercle  circonscrit  à  Hi*D 
lavon  de  cercle  circonscrit  à  APC  : 


fl,l[}il  -i-  2/.-/)' 


2  sin  2A' 
2  sin  2D' 


24.  —  De  qitelqnes  cocfficii'nlx  a/if/i//aifes:  ianf/^'fid's:  tn'(/o- 
jKttnrli-iqiies  (les  angles  A,  H.  (1,  1)  ;  Umi/i'iiles  des  a/i/jles  que  les 
diagonales  [uni  avec  les  cûlès. 
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SU 
SK 
QH 
QK 


a  a 
4 


SI 

so 

00 


'p' 


^-ï 


r 


lu- A 


_  _^(0Y  +  a 3) 


Ig  G  =  - 
tff  D  =  ^ 


a/  —  t^o    "■' 
ôy  —  a^ 


ay  —  3o ' 


a(o-^) 


P(t  +  '^) 


25.  Rayons  des  cercles  langents  à  trois  côtés  consécutifs  : 
1°  intérieurs  pa,pi„p,,p,i;  2"  extérieurs  p',„p'(,,?'c.,o',,  (l'indice  cor- 
respond au  côté  intermédiaire  touché  par  le  cercle). 


a  (p  —  a)  {rJ  -h  //)  cos-  _         A(//  —  h)  (a  H-  c)  sin-  - 


,   1 


c{p  —  c)  {d  4-  b)  cos-  -  c^  (;j  —  d)  {a  -i-  c)  sin-  - 

p'„  p'i, 

a(p  —  c)  {d  H-  &)  cos-  -  h(p  —  d)  (a  +  c)  sin^  - 

p'. 


c(/j  —  a)  {d  -+-  b)  cos-  ^       dQi  —  h)  (a  -h  <•)  sin-  - 


"  [a  -h  c)  (c?  -H  i^'j  sin  1 

Soionl  :  U(,,Li  ;,,U,;,L ',(  les  centi-es  des  cercles  situés  sur  SL. 
V,!,V'„,Vc,V',  les  cercles  des  cercles  situés  sur  QL. 


2        >   p  —  c  (a 


a  "^  V_p— (/(a  -t-c){d  +  by 


(a  +  c)  {d  -+-  b)' 
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LU,,  =  iA/vA— "^ 

2  V     »  


p—b{a-\-c){d-^  by 


1        \  p  —  a  (a  -+-  c)  {ri  -{-  by 

LU ,  _  -  /î7  V  ^  _  ^  (X=r^Hrf-Ty)' 


LV„  _     a;  \/^^  _  «  („  _^  c)  (rf  -h  6) ' 


2 


9  >     n  — 


2         V  yj  _  c;  (a  +  C)(rf  4-  6)' 

LV,  =  -  ;i;  v/^ 


2/; 


2        V  p  —  Q  ia  ~{-  c)  {d  -^  b)' 

Ces  formules  font  connaître  les  éléments  linéaires  des  quadri- 
latères inscriptibles  obtenus  par  les  rencontres  des  bissectrices  in- 
térieures ou  extérieures  de  ABCD  ;  savoir  :  UfcUjVjVc  et  U'tU'rfV'aV',. 
dont  les  éléments  angulaires  sont  d'aillenrs  connus. 

Rayons  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  aQ,  l'è,  cQ,  c/S. 


3lc  — 


4S(a2  —  c2)  '      "^"-^  /^{<P  —  6-)* 
chH^  dliH^ 


Comme  épreuve  des  formules  ci-dessus  et  de  celles  qui  donnent 
les  coordonnées  du  centre  0  en  fonction  de  a,  ^,  y,  o,  on  propose  de 
vérifier  l'identité  suivante  dans  laquelle  on  sait  que  :  0-  =  a- +  p 
et     |ji2=:PM-ï2: 

a-^iji»  P(yO  —  dix)  )• 


Ht  -  a^) 
_        O^Yi^        i        0-YI^ 

qui  a  été  obtenue  en  appliquant  la  formule  d'Euler  D-  =  R(R — 2r) 
au  triangle  résultant  de  l'hypothèse  6  =  o  ou  o  =;  P  (coïncidence 
des  points  B,  C,  S,  1  et  P). 

En  remplaçant  dans  celte  identité  [i  par  —  ;x,  on  aura  celle  t\m 
convient  au  cercle  ex-inscrit  tangent  au  côté  d. 
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Quant  à  celle  qui  répond  à  l'ex-inscril  qui  touche  o,  on  trouvera  : 
ji     °^-;^-      ,  J  ,  ^   t9-^ 276  }'_    o^y;^    j    o^y:^         43y  j 

et  si  enfin,  dans  celle  dernière,  011  remplace  [j.  par  —  [x  on  aura 
celle  qui  convient  au  cercle  ex-inscrit  tangent  au  côté  c. 

[A  suivre). 

XOÏICE  HISTORIQUE 

SUR    LA    GÉOMÉTRIE    DE    LA    MESURE 
Par  M.  Aubrj 

(Suite,  voir  1897,  page  ii4) 


TORRICELLI 

Presque  en  même  temps  que  Cavalieri,  Roberval  avait  imaginé 
également  une  méthode  de  mesurage  identique  à  la  sienne,  et 
qu'il  avait  découverte  par  la  lecture  approfondie  des  œuvres  d'Ar- 
chimède.  Comme  les  travaux  de  Roberval  n'ont  été  publiés  que 
près  de  soixante  ans  après  ceux  de  Cavalieri,  ils  n'ont  guère  con- 
tribué au  progrès  de  la  Géométrie  de  la  mesure  que  par  l'émula- 
tion qu'ils  ont  produite  chez  Pascal  (*).  Nous  en  dirons  autant  de 
certains  écrits  de  Fermât. 

Il  n'en  est  pas  de  même  de  l'opuscule  de  Torricelli  :  Qundralura 
parabole  (Florence,  i644).  où  il  montre  une  nouvelle  manière 
d'employer  la  méthode  des  indivisibles.  Nous  allons  traiter,  d'après 
lui,  la  mesure  du  cercle  et  celle  du  cône,  de  la  sphère  et  du  solide 
produit  par  une  hyperbole  équilatère  tournant  autour  de  son 
asvmptole. 

La  surface  cVun  cercle  est  égale  à  celle  cVun  triangle  rectangle 
dont  les  côtés  sio?it  respectivement  égaux  au  rayon  et  à  la  cir- 
conférence. Soient  le  cercle  0  et  le 
triangle  rectangle  OAB  (fig.'^y),  qui 
sont  dans  ce  cas.  Menons  dans  le 
triangle,  et  parallèlement  à  AB,  la 
droite  quelconque  MP,  qui  est  égale 

C)  >ous  en  dirons  un  mot  plus  loin,  en  parlant  de  Pascal. 
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à  la  circonférence  de  rayon  OP.  Toutes  les  droites  du  triangle 
sont  ainsi  égales  aux  circonférences  du  cercle  :  delà  le  théorème. 
Un  cône  circulaire  droit  égale  le  tiers  du  cylinch-e circonscrit. 
Supposons  d'abord  le  rayon  égal  à  la  hauteur  (fir/.  38),  >ur  le 
cercle  M\  produit  dans  le  cône  par  une  section 

.  D  Q  s  P  C 

parallèle  à  la  base  AB,  construisons  un  cylindre     ry     yfr 
QN,  dont  la  surface  latérale  sera  égale  au  cercle 


MN  ;  par  suite,  la  somme  des  surfaces  latérales     !/  \! 

de  tous  les  cylindres  analogues,  c'est-à-dire  le 

Fi"'    HS 

volume  concave  ADSBC,  est  égal  à  la  somme 

des  cercles  MN,  c'esl-à-dire  le  cône  SAB,  lequel  est  donc  le  tiers 

du  cylindre. 

Soit  maintenant  un  cône  quelconque  A  :  considérons  le  cône  B 
de  même  hauteur  et  dont  le  rayon  de  la  base  est  égal  à  celle  même 
hauteur.  Les  sections  de  A  el  de  B  à  des  hauteurs  égales  sont 
dans  un  rapport  constant,  qui  est  aussi  celui  des  sections  des  cy- 
lindres circonscrits.  Donc, 

A cyl.  cir.  à  A 

B  ""  cyl.  cir.  à  B 

comme  B  est  le  tiers  du  cylindre  qui  lui  est  circonscrit,  il  en  est 
de  même  de  A. 

La  démonstration  de  Torricelli  n'est  pas  tout  à  fait  celle  que 
nous  venons  d'exposer.  11  considère,  d'emblée,  un  cône  quelconque, 
ce  qui  lui  donne 

MU_QS 
A1)~SD' 
d'où 

MQ.QS  _  us;  Mu.QS       AU  _  , 

Or,  les  tranches  enroulées  les  unes  autour  des  autres  et  consti- 
tuant le  solide  creux  désigné  tout  à  l'heure  ont  une  épaisseur  égale 
à  celle  des  tranches  empilées  du  cône,  leurs  nombres  sont  comme 
SD  à  AD  ;  par  conséquent 

S(tr.  MQ)       AD  Sp 
l(lr.  M.N)  "  FD  AD  ""  ' 
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il  s'ensuit  que,  dans  tous  les  cas,  le  cùue  est  égal  au  reste  du  cy- 
lindre. 

La  sphère  équivaut  à  la  moitié  du  cône  dont  la  hauteur  et  le 
rayon  sont  égaux  au  diamètre  de  la  sjjhère.  On  a  (fi(/.  39) 

MP^  =  SP.PG  =  KP.KH 

donc  le  cercle  MN  est  égal  à  la  moitié  de  la  surface  latérale  du  cy- 
lindre KG,  et  par  suite,  la  somme  des 
cercles  tels  que  MN,  ou  la  sphère,  égale 
à  la  moitié  de  la  somme  des  surfaces 
cylindriques  analogues,  ou  le  cône  (*). 
Le  solide  produit  par  la  révolution 
de  l'hyperbole  équilatère  AM  {flg.  \v) 
tournant   autour  de   Vasgmptote   OS 


A  H 


est  égal  au  cylindre  AB,  A  désignant  le  sommet.  On  a  en  e 


tïet 


MP.MS  =  AE 


A 

M 

/1 

/S 
E 

\ 

N 

B 

y 

\ 

ce  qui  montre  que  la  surface  latérale  du  cylindre  MP  a  une  valeur 

constante,  qui  est  celle  du  cercle,   base  du 

cylindre  AD,  On  peut  supposer   autant  de 

tranches  analogues  à  Ml^  que  de  tranches 

circulaires  composant  le  cylindre  AD;  et,  de 

plus,  comme  CO  ==CA,  les  premières  de  ces 

tranches  auront  une  hauteur  égale  à  celle 

des  deuxièmes.  Donc  le  solide  proposé  est 

égal  au  cylindre,  quoi  que  l'aire  de  la  surface  génératrice  soit 

infinie. 

C'est  à  ïorricelli  qu'est  due  la  formule  donnant  l'expression 
du  volume  d'un  solide  en  fonction  des  bases  supérieure,  médiane 
et  inférieure,  quand  les  sections  de  ce  solide  sont  des  coniques. 
(Voir  la  noie  IV),  (^  suivre). 


C    P  O  Ç    D 

<"}g.   40 


(•)  Torricelli  avait  déjà  donné  (De  sol.  sph.)  une  démonstration  rigou- 
reuse par  la  méthode  des  Anciens  du  volume  de  la  sphère.  Dans  cet  ouvrage, 
écrit  probablement  avant  qu'il  ait  connu  la  Gcom.  indiv.  de  CaAalicri,  il 
démontre  ce  volume  par  la  même  méthode  que  celle  de  la  proposition  Y  du 
livre  III  de  ce  dernier  ou\  rage,  en  décomposant  la  sphère,  le  cylindre  et  le 
cône  en  tranches  d'égales  hauteurs,  en  se  servant  du  théorème  d'Archimède. 
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Eléments  de  Géométkie  de  A.  Amiot  ;  nouvelle  édition,  entièrement  refondue 
par  F.  VisTÉjoux  (Librairie  Delagrave,  1897). 

Au  moiucnl  où,  comme  j'ai  dû  l'annoncer  récemment  à  M.  Delaprave,  l'état 
de  ma  sanlé  me  force,  à  mon  très  vif  regret,  à  quitter  la  direction  de  ce 
Journal,  il  m'est  particulièrement  agréable  de  rendre  compte,  ici,  de  cet 
ouvrage.  En  effet,  sur  la  première  page  de  ce  livre,  je  trouve,  réunis  par 
une  heureuse  coïncidence,  trois  noms  qui  me  touchent  à  des  titres  divers  ; 
mais,  tous  les  trois,  bien  profondément.  Amiot,  c'est  avec  le  vieux  traité 
de  Legendre,  le  premier  livre  de  Géométrie  que  j'ai  lu,  aux  premiers  jours 
de  mon  instruction  mathématique  ;  M.  Vintéjoux,  c'est  le  nom  du  collègue 
aimable,  de  l'ami  si  sûr  que  j'ai  appris  à  estimer  toujours  un  peu  plus 
depuis  vingt  ans;  M.  Delagrave,  enfin,  l'éditeur  de  ce  livre,  l'homme  auquel, 
soit  par  ma  collaboration  au  Journal  de  nialltématiques,  soit  par  les  ou- 
vrages que  j'ai  publiés  ciiez  lui,  je  suis  attaché  depuis  longtemps,  et  par  des 
liens  si  sympathiques.  On  comprend  que,  tous  ces  souvenirs  ne  peuvent 
me  pousser,  dans  l'analyse  de  cet  ouvrage,  qu'à  un  jugement  absolument 
optimiste  ;  mais  je  le  formule  sans  réserve,  sans  avoir  à  craindre  que  les 
sympathies  que  je  viens  de  rappeler  puissent  me  conduire  à  l'exagéra- 
tion ;  le  livre  actuel  est,  dans  son  genre,  une  perfection. 

La  caractéristique  de  l'ouvrage  d'Amiot,  le  côté  original  qui  a  fait  son 
suce*  s,  un  succès  qui  a  résisté  à  l'usure  attristante  des  années,  c'est 
l'exceUencc  du  plan  qu'il  a  conçu  pour  écrire  son  livre  ;  notamment,  cette 
division  en  leçons,  division  faite  avec  rhal)ileté  qui  pouvait  appartenir  au 
professeur  incomparable  qu'était  Amiot. 

M.  Vintéjoux  a  eu  mille  fois  raison  de  ne  pas  loucher  à  celte  caractéris- 
tique et  de  conserver  le  plan  original  de  l'ouvrage;  ce  plan  est  parfait.  Que 
fallait-il  pour  remettre  la  Géométrie  d'Amiot  dans  le  courant  pédagogique 
moderne  ?  Au  fond,  bien  peu  de  chose.  Il  fallait  simplement,  complétant 
l'œuvre  que  M.  Vintéjoux  avait  entreprise  déjà  en  1.S80,  et  menée  à  bien, 
ajouter,  tout  en  maintenant  le  plan  général,  quelques  développements 
plaçant  la  Géométrie  d'Amiot  au  niveau  des  perfectionnements  qui  ont  été 
introduits,  en  ces  dernières  années,  dans  l'enseignement  de  la  Géométrie 
élémentaire.  C'est  ce  qui  a  été  fait  excellemmeni,  dans  un  style  simple,  clair 
et  bien  français. 

M.  Vintéjoux,  en  me  causant  dernièrement  de  ce  livre  dont  l'apparition 
était  prochaine,  m'adonne  toutes  les  raisons  (excellentes,  mais  trop  longues 
à  exposer  ici)  pour  lesquelles  il  n'a  fait  ni  la  citation  de  noms  d'auteurs, 
ni  l'indication  de  certaines  sources  scientifiques  auxquelles  il  a  pni<é  le  fond 
de  fjnel(|ues  démonstrations. 

Il  m'a  prié  pourtant,  sachant  que  je  me  proposais,  avant  de  quitter  le 
Journal,  le  |tlaisir  de  consacrer  queUpies  lignes  à  l'analyse  de  cet  ouvrage, 
de  signaler  deux  emprunts  qu'il  a  faits  au  Juumal  de  mathématiques  éld- 
menlaires. 
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On  trouvera,  p.p.  36^  et  suivantes,  le  développement  de  la  théorie  relative 
au  déplacement  des  figures  égales  dans  l'espace.  Le  sujet  est  délicat  et  l'on 
sait  qu'il  n'a  pas  toujours  été  exposé  avec  toute  la  rigueur  voulue.  Cette 
rigueur  existe  complètement  dans  le  chapitre  que  nous  signalons,  et  dont 
les  premiers  paragraphes  ont  été  inspirés  par  un  article  de  M.  Tarry  (Inc. 
cit.,  1895,  p.  79). 

Enfin,  M.  Yintéjoux  m'a  encore  prié  de  faire  savoir  que  la  démonstration, 
à  la  forme  près,  du  théorème  II  de  la  page  n5i  est  empruntée  à  un  article 
(le  ^I.  Dorlet  (loc.  cit.,  1894,  p.  r>-ji) 

On  trouvera  à  la  fin  de  l'ouvrage,  que  nous  signalons  aux  élèves  comme 
un  guide  excellent  et  d'une  parfaite  clarté,  un  chapitre  consacré  à  la  géo- 
métrie du  triangle  ;  géométrie  qui,  aujourd'hui,  malgré  quelques  oppositions 
dues  à  des  préventions  qui  ont  fini  par  s'éteindre,  a  pénétré  dans  l'ensei- 
gnement élémentaire.  Peut-être  le  chapitre  est-il  un  peu  court,  et  il  m'a 
semblé  qu'il  gagnerait  à  être  complété  dans  la  future  édition. 

Mais  je  sais  que  l'oiivrage  d'Amiot  est  avant  tout  un  livre  qui  doit  rester 
simple.  Il  n'a  aucune  prétention  à  l'encychjpédie,  il  ne  vise  pas  à  donner 
tous  les  résultats,  mais  seulement  ceux  qui  doivent  être  mis  en  première 
ligne  et  qui  peuvent  être  considérés  comme  indispensables  ;  c'est  proba- 
blement pour  se  conformer  à  cet  esprit  général  du  livre  que  le  chapitre  en 
question  se  trouve  quelque  peu  écourté.  G.  L. 

EXERCICES 


27.  —  Le  ce)'cle  qui  passe  par  les  centres  des  cercles  ex-in- 
scrils  à  un  triangle  a  pour  centre  le  symétrique  du  centre  du 
cercle  inscrit  par  rapport  au  centre  du  cercle  circonscrit. 

(M). 

28.  —  Les  bissectrices  intérieures  des  angles  d'un  triangle 
abc  sont  les  hauteurs  du  triangle  qui  a  pour  sommets  les pioints 
où  ces  bissectrices  rencontrent  le  cercle  circonscrit  abc.      (^I). 

29.  —  On  donne  deux  circonférences  de  cercles  dont  Vune  a 
son  centre  o  sur  l'autre.  Par  o,  on  mène  une  transversale  qui 
rencontre  en  courbes  Vune  en  a,  Vautre  en  b  ;  par  lé  milieu  de 
ab,  on  élève  mie  perpendiculaire  à  cette  droite  :  démontrer  que 
cette  perpendiculaire  reste  tangente  à  un  cercle,  lorsque  la 
transversale  tourne  autour  de  o.  (M). 

30.  —  Daits  un  triangle  A  oit  HO  est  parallèle  à  BG  : 

1°  la  droite  qui  joint  le  sommet  A  au  symétrique  de]  relative- 
ment à  BC  est  per^iendicidaire  à  III  ; 
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1°  dans  ce  triangle  ^  aucun  des  a)igles  ne  poul  cire  obltts; 
l'angle  A  e-^t  toujours  cojnpris  entre  les  deux  nutre^,  il  ne  jjeul 
varier  qu'entre  Go°  et  90°  ; 

3°  si  l'angle  (BC,  HO)  est  désigné  par  o,  on  a  : 

cos  A  —  2  cos  B  cos  G        t"-  B  I»-  G  —  3 


^ë  v  — 

si  11 

(B- 

-^) 

-   tg  B  - 

■tg 

G  ' 

1  o-  '-,  

b^ 

cos  G 

+  c^  cos 

B- 

-  a-' 

^(^>^ 

-  c-)-  H-  a^ 
4S(b^ 

(b^ 

-r-  C^ 2a-) 

"0  r  — 

abc 

SIM  (B  — 

-G; 

C^') 

a- 

3(iy^ 

4S(b 

-  a^)  - 

-4b 

-' 

\i\V 

—   (•^H-    ~r 

h' 

-h  c)]lg  A 

h'  -h 

c' 

(Bornés). 

31. 

— 

Résoi 

idre  l'équation 

a  COS" 

Ci 

b  si  II' 

■0            1 

a  —  b  -r-  X        I)  —  a  -t-  X        1 

(E.  N.  Barisioii). 

32.  —  On  donne  deux  circonférences  concent)-iques  (C)  et  (C). 
On  prend  un  point  /î.ve  V  sur  (G);  7/ne  tangente  mobile  à  (C) 
coupant  {C.)  en  A  et  B  ;  le  lieu  de  l'orthocentre  du  triangle  PAB 
est  lin  cercle.  (II.  L'IIuillier). 

33.  —  Kn  supposant  a  >  b,  on  a  toujours 

v/4ii'  —  2I?  —  \/h^  —  b^  >  a. 

Interpréter  cette  inégalité  par  In  considération,  d'une  ellipse 
dont  Ips  axes  ont  j^our  longueur  -xa  el  ih.         [K.  X.  Barisioii). 

QUESTIONS  PU()P()SÉKS 


804.  —  On  donne  un  triangle  asb.  Dans  l'angle  asb  on  inscrit 
un  cercle  langenl  en  ak  as  el  un  cercle  langenl  en  b  à  bs  :  démon- 
trer que  ces  courbes  interceptent  des  segments  égaux  sur  ab. 

(Mann/ieim). 

805.  —  <*ii  doiiiic  lin  Iriiiiiglc  abc  et  un  |i((iiil  n  de  smi  jijaii. 
Iv\tt''riciiieiiit'iit  au   Iriinule  tiob,  on  inéiir  la  bissectrice  do  l'antrle 


144  JOURNAL    DR    MÂTHRMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 

aoh,  celte  droite  coupe  ah  en  un  certain  point.  On  a  de  même  des 
points  sur  ac,  bc  :  démontrer  que  ces  trois  points  sont  en  ligne 
droite.  {Mannheim). 

803.  — La  médiane  hm  d'un  triangle  donné  abc  est  rencontrée 
en  cl  par  la  perpendiculaire  élevée,  à  ab,  au  milieu  de  ce  côté  :  on 
mène  la  droite  ad.  De  môme,  on  a  une  droite  ce  qui  joint  c  au 
point  où  hm  est  rencontrée  par  la  perpendiculaire  à  hc  élevée  au 
milieu  de  ce  côté. 

Les  droites  ad  et  ce  se  coupent  en  o.  Démontrer  que  les  droites 
ho,  hm  sont  également  inclinées  sur  ha  et  hc.         {Mannheim). 

807.  —  On  mène  la  droite  qui  joint  le  sommet  h  d'un  triangle 
donné  abc  au  milieu  de  la  hauteur  de  ce  triangle,  qui  est  issue 
de  a. 

Cette  droite  coupe  ac  en  un  point  d'où  l'on  mène  une  parallèle 
à  ab  et  l'on  obtient  le  point  d  à  sa  rencontre  avec  hc. 

De  môme  en  employant  la  hauteur  qui  part  de  c  on  obtient  un 
pointe  sur  ah.  Démontrer  que  ed  est  perpendiculaire  à  la  médiane 
issue  de  h.  {Mannheim). 

808.  —  Du  milieu  de  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle,  on 
lui  élève  une  perpendiculaire.  Cette  droite  rencontre  en  deux 
points  les  bissectrices  de  l'angle  droit  de  ce  triangle  :  démontrer 
que  les  distances  de  ces  points  aux  côtés  de  l'angle  droit  sont 
égales  :  l'une,  à  la  demi-somme,  l'autre,  à  la  demi-différence  de 
ces  côtés.  {Mannheim). 

809.  —  Un  triangle  donné  a  pour  sommets  a,  è,  c  et  pour 
angles  a,  p,  7. 

Démontrer  que  le  lieu  d'un  point  m,  tel  que 

tna'  sin  2 a  4-  mh'  sin  î>^  -H  me    sin  27  ==  consl^^% 
est  un  cercle  concentrique  au  cercle  abc.  {Mannheim). 


Le  Directeur-gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


SAINT-AMAND    (cher).     —     IWPKlMKniE    SaïNTiUr.l'K    ET    LITIlinAIBE,    BUSSIÈRE    FBÉniiS. 
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SUR 

LES  CERCLES   BITANGENTS  AUX  CONIQUES 

Par  M.  A.  Tlssot 

{Suite,    1897,    page    121) 


CONIQUES    BITANGENTES    A    UN    MÉME    CERCLE 

58.  —  Lorsque  deux  coniques  sont  hitnngentes  à  un  même 
cercle,  deu-x  de  leurs  sécantes  communes  forment ,  avec  les  droites 
des  contacts,  un  faisceau  harmonique. 

Il  résulte  en  effet  des  propriétés  établies  [14  et  46J  que  chaque 
point  commun  aux  deux  coniques  fait  partie  du  lieu  des  points 
dont  les  distances  aux  droites  des  contacts  ont  entre  elles  un  rap- 
port donné. 

Ce  rapport  sera  égal  à  l'unité  si  le  cercle  bitangent  se  trouve  de 
même  espèce  pour  les  deux  coniques,  et  que  celles-ci  soient  sem- 
blables entre  elles;  alors  chacune  des  deux  sécantes  coïncidera 
avec  la  bissectrice  de  l'un  des  angles  des  droites  des  contacts,  et 
leur  angle  sera  droit. 

59.  —  La  polaire  réciproque  d'une  conique  par  rapport  à  un 
cercle  bitangent  est  une  conique. 

Soient  H  (fig.  34)  le  centre  du  cercle,  KU  la  droite  des  contacts, 
M  un  point  quel- 
conque de  la  conique, 
MU  la  tangente  en  ce 
point,  IID  la  perpen- 
diculaire abaissée  de 
H  sur  MU,  M' le  point 
de  HD  où  se  trouve  le 
pôle  de  M  U  par  rapport 
au  cercle.  On  veut  dé- 
montrer que  le  lieu  de 
M'  est  une  conique. 

Nous    supposerons 
d'abord  que  le  cercle  ^ 

bitangent  soit  de  pre- 
mière  espèce;    alors  MU  ne   le  rencontrera   |)as  et  M'   lui  sera 
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intérieur.  Joignons,  aux  points  D  et  H,  l'une  des  extrémités  C  de 
la  corde  principale  de  M',  laquelle  est  la  corde  polaire  de  D.  Dans 
le  triangle  rectangle  CDU,  nous  aurons  CM'  =  M'D.M'II.  La  po- 
laire de  M  dans  le  cercle  doit  passer  par  M'  ;  elle  doit  aussi  passer 
par  U  [4]  ;  elle  sera  donc  DM',  d'où  il  suit  que  UM'  est  perpendi- 
culaire à  HM  ;  soit  D'  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  lii^nes.  De 
M',  abaissons,  sur  KU,  la  perpendiculaire  M'P'  et  appelons  1'  son 
intersection  avec  HM  ;  dans  les  deux  circonférences  qui  seraient 
décrites  sur  HU  et  sur  l'U  comme  dianièlres,  ou  aurait  M'D.M'H 
r=  M'D'.M'U  et  M'D'.M'U  =  MT.M'F. 

Il  vient  donc 

CM''  =  MT.M'P'. 

Le  saillant  S  doit  se  trouver  sur  la  polaire  double  de  U  [1].  De 
plus,  0  étant  le  centre  de  la  conique,  les  trois  lignes  MO,  DH,KU 
doivent  concourir  en  un  point  V  [4];  soit  E  l'intersection  de  la 
première  avec  M'P'  ;  sur  les  parallèles  EP',OS,  on  aura 

m'  _  HS         M'E  _  OH 
M'E  ~  OS'        M'P'"~HK' 

De  ce  que  KU  est  la  polaire  de  S  dans  le  cercle  bitangent,  on 
conclut  HK.HS  =  r^,  r  étant  le  rayon  de  ce  cercle  ;  on  a  aussi  [21] 
HK.OS  =  b^,  de  sorte  que  le  rapport  de  ES  à  OS  est  celui  de  v- 
à  b^.  Quant  au  rapport  entre  OH  et  HK,  il  est  le  même  qu'entre 
c^  et  b'  [22]  ;  il  vient  donc 

Ml '  _  r^  ME  _  c' 

M.'E~  b"        M'P' ~  62' 
d'où 

Ml'  =  ^'  M'P',      CM'  =  %  M'P'. 

0*  b^ 

Ainsi  le  rapport  de  CM'  à  M'P'  est  constant.  On  peut  toujours 
construire  une  ellipse  dans  laquelle  ce  rapport  soit  celui  de  la 
demi-distance  focale  c'  à  la  moitié  b'  du  petit  axe,  et  qui,  de  plus, 
admette  comme  cercle  bitangent  de  seconde  espèce  le  cercle  donné, 
avec  KU  comme  droite  des  contacts.  D'après  les  propriétés  établies 
[47  et  48],  cette  ellipse  sera  le  lieu  du  point  M'. 

Lorsque  KU  rencontre  le  cercle,  c'est-à-dire  lorsque  les  points 
de  contact  de  celui-ci  avec  la  conique  primitive  sont  réels,  on  voit 
de  suite  que  la  polaire  réciproque  touche  le  cercle  en  ces  mêmes 
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points.  Comme  d'ailleurs  UM',  polaire  de  M,  est  tungente  à  lu 
courbe  en  M',  et  que  HM  est  perpendiculaire  à  UiM',  le  centre  0' 
doit  se  trouver  sur  la  droite  joignant  M'  au  point  d'intersection  V 
de  HM  avec  KU  [4].  Il  en  sera  ^de  même  dans  le  cas  des  con- 
tacts imaginaires,  puisque  le  point  0'  ainsi  déterminé  divise  HK 
en  parties  proportionnelles  à  MI',  M'P',  par  conséquent  à  c-f-,  b^, 
par  conséquent  à  c'*,  6'". 

Les  foyers  seront  les  intersections  de  la  perpendiculaire  élevée 
en  0',  sur  HK,  avec  la  circonférence  décrite  sur  HS  comme  dia- 
mètre [45].  Les  sommets  du  petit  axe  seront  les  pôles  des  tangentes 
aux  sommets  de  l'axe  focal  de  la  courbe  primitive.  Les  éléments 
linéaires  de  la  nouvelle  courbe  satisferont  d'ailleurs  aux  relations 

^  —  -^  _  -£l  —  O'c; 
HK^O'K  — 0'H~ 

Supposons  maintenant  que  le  cercle  directeur  delà  transforma- 
tion soit  un  cercle  bitangent  de  seconde  espèce.  La  tangente  UM  à 
la  conique  le  rencontrera;  de  M' on  pourra  lui  mener  une  tangente, 
et  si,  au  point  de  contact,  on  place  la  lettre  C,  qui  servait  tout-à- 
l'beure  à  désigner  une  extrémité  de  la  corde  principale,  on  pourra 
établir,  sans  rien  changer  à  la  démonstration  précédente,  que  le 
rapport  de  M'C  à  M'P'  est  constant.  Ici  le  centre  du  cercle  ne  se 
trouve  plus  nécessairement  à  l'intérieur  de  la  conique  primitive, 
et,  quand  il  y  aura  des  tangentes  au  cercle  issues  de  ce  point, 
elles  fourniront,  dans  la  transformée,  des  points  à  l'infini.  Le  lieu 
peut  donc  être  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole,  si  la 
conique  primitive  est  une  ellipse.  Lorsque  celle-ci  sera  une  hyper- 
bole, la  polaire  réciproque  sera  aussi  une  hyperbole. 

Problèmes.  —  Construire  les  éléments  d'une  conique  hitan- 
gente  à  un  cercle  donné,  connaissant  un  point  et  deux  tangentes; 
ou  bien  une  tangente  et  deux  points. 

(A  suivre). 
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NOTE  SUR  L'ARITHMÉTIQUE  RINAIRE 

Par  M.  Ed.  CoUignon,  Inspecteur  général  des  Ponts-et-Chaussées,  en  retraite. 
[Suite,  V.  1897  >  P-  126). 


PARTAGE    d'une    QUANTITE    EN    PARTIES   EGALES 

Certaines  quantités  peuvent  être  aisément  divisées  en  deux  par- 
ties égales,  en  4>  en  8,.,.  suivant  les  puissances  de  2,  tandis  qu'il 
n'existe  pas  de  méthode  rigoureuse  pour  les  diviser  en  3,  en  5,  et 
7...  parties.  Il  en  est  ainsi,  par  exemple,  pour  un  arc  de  cercle. 
L'emploi  de  la  numération  binaire  donne  dans  ce  cas  une  solution 
approximative  du  problème,  et  l'erreur  commise  peut  être  rendue 
aussi  petite  qu'on  voudra. 

Soit  proposé  de  partager  une  quantité  en  P  parties  égales,  P 
étant  un  nombre  impair  donné,  jégal  au  produit  de  facteurs  pre- 
miers npq,...  Il  suffira  de  diviser  la  quantité  en  n  parties  égales, 
l'une  de  ces  parties  en  p  parties,  l'une  de  celles-ci  en  q  parties,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  l'épuisement  des  facteurs  de  P.  Nous  n'avons 
donc  à  nous  occuper  que  du  partage  en  n  parties  égales,  n  étant 
un  nombre  premier  impair. 

Formons  les  puissances  successives  de  2,  et  soit  2^  la  plus  pe- 
tite puissance  qui,  divisée  par  n,  laisse  un  reste  égal  à  l'unité.  La 
différence  2^  —  1  sera  divisible  par  n,  et  soit  n!  le  quotient,  de 
sorle  qu'on  ait 

nn!  =^  -1^  —  1. 
On  en  déduit 

1  W  ,/  1  1  1 

=  n 


ce  qui  donne  le  développement  de  la  fraction  -  en  fraction  binaire, 
développement  périodique,  dont  les  valeurs  successives  expriment 
la  fraction  -  avec  autant  d'approximation  qu'on  veut,  et  sous 
forme  d'une  fraction  dont  le  dénominateur  est  une  puissance  de  2. 
Au  lieu  de  chercher  le  plus  petit  exposant  qui  rende  2!^  —  1  di- 
visible par  n,  cherchons  l'exposant  minimum  qui  rende  2^^  -+-  1 
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divisible  par  n,  et  soit 

nyi'  =  at"  H-  1, 
n'  étant  un  quotient  entier.  II  en  résulte 


=  o!^ 


1 

.2a 


I 


,4!^ 


,..> 


Série  à  termes  alternativement  positifs  et   négatifs,  qui  donne  un 
autre  développement  binaire  de  la  fraction  -  .  Ici, encore,  la  somme 

d'un   nombre  entier  de  périodes  exprime  approximativement  - , 

avec  autant  d'approximation  qu'on  le  veut,  par  une  fraction  dont 
le  dénominateur  est  une  puissance  de  2;  des  bissection  succès 
sives,  répétées  ,u  fois  pour  chaque  terme,  feront  donc  connaître 
par  leur  somme  algébrique  la  quantité  cherchée  alternativement 
par  défaut  et  par  excès. 

Le  tableau  suivant  résume  pour  les  petits  nombres  les  résultats 
des  deux  méthodes,  et  permet  d'écrire  immédiatement  les  déve- 
loppements dont  on  peut  avoir  besoin. 


V- 

2:^ 

TJX  j 

2:^  -f  I 

I 

2 

I 

3 

2 

4 

3 

5 

3 

8 

- 

9  =  32 

4 

16 

i5  =  3  X  5 

17 

5 

32 

3i 

33  =  3  X  1 1 

6 

64 

63  =  7  X  9 

65  =  5  X  i3 

7 

128 

127 

129  =  3  X  43 

8 

256 

255  =  5  X  3  X  17 

257 

9 

5l2 

5ii  =  7  X  73 

5i3  ==  19  X  3î 

10 

I02'| 

1023  =  3  X  II  X  3i 

1025  =  52  X  4i 

II 

20 ',8 

ao47  =  23  X  89 

2049  =  3  X  683 

13 

4096 

4095  =  3^  X  5  X  7  X  i3 

4097  =  17  X  241 

i3 

8192 

8191 

8193  =  3  X  2731 

i4 

i6384 

iG383  =  3  X  43  X  127 

i6385  =  3  X  5  X  1091 

i5 

32768 

32767  =  7  X  4681 

32769  =:  32  X  II  X  33l 

Eu  s"aidant  des  nombres  inscrits  dans  ce  tableau,  on   pourra 
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écrire  immédiatement  les  séries  qui  représentent  le  développement 

binaire  de  certaines  fractions  -  dont  le  dénominateur  fiffure  au 

n  ^ 

tableau. 

Des  nombres  inscrits  dans  la  colonne  i"^  ■ —  i,  on  déduira  les 
développements  en  progression  géométrique  à  termes  tous  posi- 
tifs : 

1  1        j_         1        _i 

7  2^  2^  2  2^*^ 

=  73X  (^ -t-^  H- ^ +...), 
qui  correspondent  à  la  fraction  binaire  0,001001001...  ; 

8^  —  '-^-^  X  (^^  +  ^2  -^  ^  +  ^4  ^-  -  j 

=  (0,000000101  1  1000000101  11 )2 

^(0,0000101001    I    0000101001        "•)i' 

Si  l'on  prend  les  nombres  de  la  colonne  2^-1-1,  les  développe- 
ments présenteront  des  ternies  alternés  : 

1    1  1  1  1 

17  "~  ï^  ~  ^  "^  ^  ~  ?ê  -^  ••• 

=  0,0001    I   0001    I   0001    I    0001.... 

Tg  ""  ^7  \2^  ~  2'»  "^  2"  ~  2^  "^  ■•■7 

■=   0,000011011   000011011 

=  0,000100101  I  000100101  I  ..., 

43  "~U'     2**     2^1     2^«      7 

=  0,0000011  I  0000011 

=  0,0000101       0000101 

1    1  1  1  1 

267  2*  2'*  2^^  2'^ 

=  0,00000001        00000001        .... 
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L'opération,  arrêtée  à  un  certain  terme  de  la  série,  conduit  à 
une  valeur  approchée  de  la  fraction  cherchée,  avec  un  reste.  Si 
ce  reste  est  suffisamment  petit,  il  arrivera  fréquemment  dans  les 
applications  qu'on  pourra  le  diviser  en  n  parties  égales  sans 
erreur  appréciable,  ce  qui  complétera  la  solution. 

Supposons  par  exemple  qu'il  s'agisse  de  diviser  en  sept  parties 
égales  un  arc  de  cercle,  plus  petit  qu'un  quadrant.  On  cherchera 
par  des  bissections  successives  la  valeur  du  huitième,  du  soixante- 
quatrième,  du  cinq-cent-douzième  de  l'arc  donné.  La  somme  que 
l'on  obtiendra  en  réunissant  les  trois  parties  que  l'on  vient  d'ob- 
tenir représentera  la  fraction 

1        J^  1  73 

8  "^  64  "^  511  — 5i2 

de  l'arc  donné.  La  difîérence  avec  le  septième  que  l'on  cherche 
est  égale  à 

1         73  1 

7        5i2        7  X  Sia' 

Elle  est  donc  égale  au  septième  de  la  plus  petite  partie  obtenue, 
et  il  suffirait  d'ajouter  à  la  somme  la  septième  partie  du  dernier 
arc  qui  la  compose,  pour  avoir  une  correction  rigoureuse  de  la 
solution  approximative.  Or,  le  cinq  cent  douzième  de  l'arc  donné 
est  assez  petit,  pour  que,  au  point  de  vue  pratique,  on  puisse  le 
partager  en  sept  parties  égales  à  la  façon  d'un  segment  recti- 
ligne.  On  obtiendra  en  définitive  une  valeur  très  approchée,  sinon 
rigoureuse,  du  septième  de  l'arc  donné. 

(.4  suivre). 

UI:LATI()NS  IMÉTRIQUES 

ET    TRIGONOMÉTRIQUES 

ENTRE    LES    ELEMENTS    LLVÉAIRES    ET    ANGULAIRES 

DU    QUADRILATÈRIO    INSCRIT    COMPLET 

Par  M.  Lecocq,  ancien  professeur  au  Lycée  d'Avignon. 

(Suite,  1897;  p,  i34). 


25.   —  Aidfe  calcul  des  diagonales  du  quadrilatère  ABCl) 
ifg.b). 

Soit  AliClJ  le  (juadrilatère  inscriptible  :  construisons  le  rectangle 
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J1J2J3J4  dont  les  sommets  ont  pour  coordonnées  zh  a,  rh  p,  et 
soit  T  le  point  de  coordonnées  y.  °' 

Les  quatre  sommets  A,  B,  C,  D  sont  sur  les  droites  TJp  TJ,, 
TJg,  TJ^  et  l'on  a  : 

TA  _  TC  _       oï 

TJ3  "  TJ,        oY  —  ap  ' 

TB_  TD  _       8y 

TJ,~~  VJ,  ~"5y^-«?' 
d  où 

AT_Cï_BTDT_oY 
AJ3  ~  CJ,  ~  hi,  ~  DJ^  ~  a^' 

donc  les  diagonales  du  quadrilatère  ABUD  sont  parallèles  aux 
côtés  du  losange  EjG,E'G'  ;  on  en  déduit  : 

tn    OY  n    ^Y 

Jjjg         OY  —  a^  '  J^J^         OY  -t-  a^  ' 

4SV(a^^t^)    •     m  _  OY  +  gp 

On  voit  immédiatement  sur  la  ligure  que  la  droite  TL  qui 
passe  par  le  milieu  M  de  SQ  passe  aussi  par  les  milieux  des  dia- 
gonales AC,  BD,  et  l'on  vérifie  que  : 

LH_TH 
LK~TK' 

Exercice  proposé.  —  R  et  r  étant  les  rayons  de  deux  cercles 
intérieurs  l'un  à  l'autre,  de  centres  0  et  w,  et  lia  distance  des 
centres,  démontrer  que  si  l'on  a  : 

on  peut  inscrire  dans  le  premier  une  infinité   de  quadrilatères 
ABGD  circonscrits  au  second. 

Le  lieu  des  points  S  et  Q  est  la  polaire  du  point  fixe  1  de  ren- 
contre des  diagonales,  qu'on  déterminera  par  les  relations  : 

(    P     R-  — ^' 

1  2A  r* 

I  2A 

d'ailleurs  SwQ  est  droit. 
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Les  périmètres  el  les  surfaces  des  quadrilatères  sont  propor- 
tionnels à  f. 

op..» 

Le  produit  des  diagonales  est  constant,  égal  à  p^ r^ . 

26.  —  Problème.  Calculer  les  côtés  d'un  quadrilatère  in- 

scriptihle  et  circonscriptible,  connaissant  les  trois   diagonales 
m,  n,  [JL. 
Posons  : 

a  H-  c  =  "ix,  d'où       a  =  X  -{-  y, 
a  —  c  =  iy,  b  =  ce  —  z, 

d  -h  b  =^  2,r.  c  =  X  —  y, 

d  —  b  z=.  tz,  d  =  X  -^  2. 

on  trouver,    les  équations  : 

'ix^  —  y-  —  z^  =  mn, 

00'^  -+-  yz m 

x'^  —  yz        n  ' 

\^x'^y^z~  '    ' 

d'où 


(I) -(.!)  = 


x' 

Z 

w 

m 

—  n 

2 

(m  —  n 

P 

-+- 

H 

fm 
\m 

-H 

nY 

\ 

mn 

n) 

'm  —  n 
i 


m7i 
Mf'-me  problème.  Autre  solution.  —  On  posera  : 


ô —  "ti  S ô '*» 

Y  —  ap  OY  -h  ap 

Py  ^*                condition  de 

*^^                   ''^'                V  P''  +  ï*  y/S^  -i-  a*    circonscriptibilité. 


Soit 


Pli  2  . 


on  aura  : 

(m  H-  n)  tg  2<j»  =  {m  —  n)  tg  a^j., 

.a*(m^  —  71*)  tg  2tp mV^  tg  -^I/q  w  H-  ny 

1  -h  tg*  2:f  1  -h  tg*  2'H   wi  —  n/  ' 

JOURNAL    OE   MATH.    ÉLKM.    —    1897.  "î- 
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d'où 


I  .         /       X'"'  '^/  i  /~j ^w  ''tli' 

tg  ^l'  =  \  /  ,    .L..    y.        et       v/a^  +  P^  =  ^^^-,:p^, 

on  pourra  donc  déterminer  tous  les  éléments  de  la  construction. 

27.  —  Problème.  Construire  un  quadrilètre  inscriptihle  et 
circonscriptible,  connaissant  les  quatre  côtés,  entre  lesquels  on  a 
la  relation  : 

a  -\-  c  ==^  d  -j-  b,       ou  V équivalente  '^'        =    , 


On  se  servira  des  relations  ci-dessous  (n°  17) 

Y a  -\-  c         0        d  -\-  b 

a        a  —  c'       ^        f/  —  b' 

Ces  trois  égalités  donneront  : 

^ y^        Y Q  H-  c        ô v/o^(c/  H-  6) 

«  ""  y/oc  '      à  ~  a  ~c'      à  "  y/^(t^  —  b)  ' 

Cela  étant,  on  prendra  une  longueur  arbitraire  pour  a,  et  on 
construira  j3,  y,  0,  ce  qui  fournira  le  moyen  d'obtenir  un  quadri- 
latère semblable  à  celui  que  Ton  cherche  ;  le  reste  est  facile  à 
saisir. 

Aîitres  exemples.  —  Déterminer  les  éléments  d'un  quadrilatère 
inscriptihle  et  circonscriptible,  connaissant  R,  m  et  le  rayon  /•  du 
cercle  inscrit;  ou  bien  R,  r  et  f,  etc.. 

(.4  suivre). 

EXERCICES  SUR  LES  TRIANGLES  PÉDALES 

Par  M.  Francesco  Ferrari. 


Dans  les  relations  citées  plus  loin,  nous  adopterons  les  notations 
suivantes  : 

M  désigne  un  point  quelconque  du   plan   du   triangle  ABC,  et 

a,  p,  Y  ses  coordonnées  barycen triques  par  rapport  à  ABC; 
A  représente  l'aire  de  ce  triangle; 
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Mj,  M^,  M3  sont  les  points  harmoniquement  associés  à  M  ;  leurs 
coordonnées  sont,  respectivement  ( — ^,?,y)>  {^j — ^-ï)'  (''-P» — '{)  \ 

M',  M',,  M'j,  M'3  représentent  les  points  complémentaires,  et 
M',  U\,  W.^,  M"3  les  anticomplémentaires  de  M,  Mj,  M^.  M3  ; 

<j,  (Tj,  (Tg,  (T3   les  sommes  aH-p-t-y,  —  a  +  p-HY,  «  —  P  +  Y) 

^'^-P-y; 

p{M),....  ap[M),....  les  aires  (positives  ou  négatives  (*)  du  triangle 
pédale  et  du  triangle  antipédale  de  M,.... 

1.  —  On  trouve  : 
(I)  i)(M)  +  ^(M.)  -+-  p{M,)  H-  ^(M^)  ==  0, 

(III)        «2}(M)  -f-  a;3(M,)  4-  ap{M.^  +  o^j(M3)  =  0, 


(IV) 
(V) 


2 


a^(M)  ^  rrpOI,^  ^  «iî(M2)       «^^(.M,)  ~"        A  ' 
(  p(M)  .  ap(M')  =.  AS 
j  a/>(M)  .  p{W)  =  AS 

(VI)  ap{U')  4-  a;)(M',)  +  «p(M'J  +  «^(M'^)  =  4 A, 

(Vm  111 


o. 


ap{M)  ^  np{M\)  aj9(ir,)  ^  ^/^(AI'j) 
(VIII)  ^(M")  +  p{M\)  +  ^j(M'',)  -i- ^(M"^)  =  -  2 A. 

jD-pF)  -^MMV)  ^^MV)  -^KMV)  ^  "• 


(IX) 


2.  —  Les  sommes  analogues  relatives  à  ^^(M'),  -twk»  ap[W), 
— Tyyû  ont  des  expressions  compliquées.   La  plus  simple  est  la 


(•)  L'aire  d'un  triangle  Alu;  supposé  placé  sur  uu  plan  hoi-izonlal  est  po- 
sitive ou  né{;ative,  selon  qu'une  personne,  qui,  par  hypothèse,  parcourt  lo 
périmètre  ilu  triangle  dans  le  sens  ABC  placé  au-dessus  du  plan,  a  tou- 
jours la  surface  de  ce  triangle  îi  sa  gauche  nu  à  sa  droite. 

Par  rex])ressi()n  ti-iaufflc  pédale  d'un  point  M,  par  rapport  au  triangle 
ABC,  on  désigne  le  triangle  A'IVC,  dont  les  sommets  A',  B',  C  sont,  respec- 
tivement, les  points  où  les  droites  AM,  BM,  CM  rencontrent  les  côtés 
opposés  B(;,  CA,  AB  du  triangle  ABC;  et  par  triangle  antipédale  d'un 
point  M,  par  rapport  au  triangle  ABC,  le  triangle  ABC.  par  rapport  auquel 
ABC  est  le  triangle  pédale  de  M. 
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suivante  : 

1  1  1  1  1  /  4-a^  \ 

En  particulier,  si  M  est  le  barycenlre  G  de  ABC,  on  a 
1111  11 


«p(G)  ^  ap{G\)  ^  ap{i}",)  ^  ap(G",)  A 

et  si  M  eist  le  centre  I  du  cercle  inscrit  à  ABC, 

1  1  i_       _L___i/        -«"\ 

3.  —  Des  relations  analogues  existent  entre  les  carrés  et  les 
produits  deux  à  deux  de  ces  mêmes  triangles  ;  les  plus  simples 
sont  : 
(XI)  ap%M)  +  ap\M,)  +  ap^M,)  -+-  pp\M,) 

^  64A^a,P^Y^(^-  +  1^^  +  y') 

^^")        p{M,).p{M,)  -^  p[M,).p{U.;)  -^  p{M,).p{M,) 
__        r(a  _  p)  (^  _ -y)  (>^  _  a)y 
""        L  2aPYA  J  ' 

(Xlll)  p(M\)  .p{M\)  +piW,)  .p{M\) -^p{W,) •i^(M"i)-^X!ff^ , 

^^''^pW)  -^p-\M\)^p\M\)^PiW7)~         A^(a.,^,^3)^        • 
(XV)  ap(M\)  .  ap{W,)  +  ap{W,)  .  ap  (W,)  +  ap(W ,) -^  apÇSl\) 
_  _  |-A(a  -  P)  (^  -  Y)  (ï  -  g)]^ 
L  2aPY  J  ' 


~  iGAVpV 
En  particulier,  si  M  est  le  point  G,  on  a  : 

P{G\)  ■  P{G\)  +  P(G",)  .  P(G"3)  -h  ;<G",)  .  /.(G",)  =:  ^' , 

1  11,1  64 


pW  ^  /^-^(G",)  ""  /^,(G",)  ^  ;,-^(G"3)  -  3A^' 
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et,  si  M  est  au  point  I, 

ap\\)  -r  ap-(l,)  -^  ap\\,)  -h  ap-{\.,)  = -^^, ^ 


1  1         _      Na  —  h){h—c){c—a) 


,2 


p{^ù'P{^.y  p{y^)-p{h)  pi}.)-p{\)~~  V       -^cibc^       ! 

p-i:')  ^  PVa)  -H  Pin)  4-  PVc)  =  ^^^6 . 

ap{]\)  .  ap(l\)  +  api}',)  +  «^^(1',)  +  ap{\\)  .  ap{l\) 
—      /A(a  ~b)(b  —  c)  (c  —  g)  y 
2abc  j  ' 

1  (a+6+c)^=      1 


a/)(I|'). «//(!.,)      ap(l2).a^j(l3)      ap(l3).ap(lj)  a-h'-c-       {iWvf' 

4.  —  Les  relations  (VI),  (Vllj,  (Vlll),  (IX),  (XIV),  (XV),  (XVI) 
dérivent  immédiatement  de  ^11),  (1),  (IV),  (111),  (XI),  XII),  (XllI)  à 
l'aide  de  V.  Les  autres  se  déduisent  des  formules  connues  par  des 
calculs  qui  n'offrent  d'autres  difficultés  que  certaines  longueurs, 

^V    J         (a  -+-  P)(P  +7)  (ï  -H  a)'     -^^  a,cr,7., 

SUR  LL:S  figures  tSElMBLAnLES 

Par  F.  J. 


A  diverses  reprises,  le  Journal  de  Mathématiques  Elémen- 
taires et  Spéciales  a  traité  du  déplacement  des  figures  égales  et 
des  figures  semblables  (**),  mais  il  y  a  lieu,  croyons-nous,  de 
signaler  diverses  pio])iiélés  de  ces  ligures. 

C)  ''j  ''<■)  "'b,  "'c  iléi'igucul  les  i)omls  du  jiroupe  de  Na^el.  i  Voyez,  Rouché, 
Géom.  p.  468). 

(*)  1891.  J.  M.  S.  Fa<^'e  kj^î.  Sur  les  centres  de  similitude,  par  A.  Pou- 
lain. —  iS^'i-  J.  M.  E.  Pafj-^e  3.  Sur  les  centres  de  rotation,  par  A.  Pou- 
lain. —  Page  19G.  Piège  cinématique,  par  G.  Taruy.  —  Page  u4i.  Note 
sur  les  figures  semblables,  par  Doki.kt.  —  i8y5.  J.  M.  S.  Pa^es  11  et  i"»" 
Sur  les  figures  semblables,  par  F.  J.        '   "    "    " —  ^      '^'     "  '"  -'-'■'- 
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FIGIÎHES    DIRECTEMENT    SEMBLABLES 


Théorèiae.  —  Lorsqu'on  a  deux  figures  direclement  semblables 
dans  un  même  plan,  et  qu'on  divise  dans  le  même  rapport  en 
Aj,  Bo,  C^>...,  les  droites  AA,,  BBj,  GCj,  etc.,  qui  joignent  deux  à 
deux  les  points  homologues,  on  obtient  une  figure  A.B^^Co...  sem- 
blable aux  deux  premières  ('). 

On  peut  dire  :  Deux  figures  directement  semblables,  situées 
dans  un  même  plan,  peuvent  être  considérées  comme  étant  deux 
positions  d'une  tncme  figure  mobile,  qui  varie  de  grandeur, 
mais  en  restant  semblable  à  elle-même,  'pendant  que  chacun  de 
ses  points  décrit  une  trajectoire  rectiligne  (**). 

Les  figures  planes  homothétiques  ne  sont  qu'un  cas  particulier 
de  la  question  précédente. 

Théorème.  —  Si  trois  couples  de  poi,nts  homologues  A.Aj,  B.Bj, 
C,Cj  de  deux  figures  directement  semblables  à  trois  dimensions 
F,P\  sont  dcins  un  même  plan  P,  on  peut  considérer  les  deux 
ligures  données  comme  étant  deux  positions  d'une  même  (igure 
mobile,  qui  varie  de  grandeur,  mais  en  restant  semblable  à  elle- 
même,  pendant  que  chacun  de  ses  points  contenus  dans  le  plan  F, 
décrit  une  droite  sur  ce  plan,  tandis  que  tout  point  extérieur,  D 
par  exemple,  décrit  un  arc  d'hyperbole  DD,  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire au  plan  P,  et  dont  la  projection  dd^  est  l'axe  non 
Iransverse  de  la  courbe. 


FIGURES    INVERSEMENT    SEMBLABLES 


Loi'squ'on  projette  sur  une  parallèle  aux  bissectrices  intérieures, 
les  points  homologues  de  deux  figures  inversement  semblables, 
on   obtient  deux  ponctuelles  (***)  directement  semblables;  tandis 


[' j  Le  théoi'ème  est  connu  :  les  N.  A.  M.  viennent  de  le  rappeler,  1896, 
page  369. 

(**)  Nous  ne  considérons  pas  de  la  Sjiifale  loffarithmiQue  considérée 
comme  trajectoire  de  chaque  point,  puisque  nous  en  avons  parlé  ailleurs  : 
(J.  M.  S.  1895  ;  pages  12  et  i59). 

('")  Ponciuelle  est  employé  dans  le  sens  indiqué  par  Cremona,  dans  sa 
Géométrie  projeclive. 

Deux  ponctuelles  directement  ou  inversement  semblables,  fiir  une 
même  droite,  admettent  wn  poi^il  double. 
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que  sur  une  parallèle  aux   bissectrices  extérieures,  ou   a  deux 
ponctuelles  inversement  semblables. 

T/iéorème.  —  i°  Le  lieu  des  points  qui  divisent  les  droites  de 
jonction  des  couples  do  poinis  homolo^nies  de  doux  ligures  inver- 
sement semblables,  en  segments  additifs  dans  le  rapport  de  simi- 
litude, est  une  droite  parallèle  aux  bissectrices  des  angles  formés 
par  les  côtés  bomologues. 

Cette  droite  peut  être  nommée  :  Droite  dex  divisions  propor- 
tionnelles intérieures. 

■>°  Deux  figures  inversement  semblables,  situées  dans  un  même 
plan,  admettent  aussi  une  droite  des  divisions  proporlioioielles 
extérieures. 

3°  Les  deux  droites  des  divisions  proportionnelles  sont  orthogo- 
nales ;  leur  point  de  concours  est  \e point  double  des  deux  figures 
inversement  semblables. 

^^  Cas  j)articulier.  —  Deux  figures  inversement  égales  n'ad- 
metlent  à  distance  finie,  qu'une  seule  droite  des  divisions  propor- 
tionnelles :  c'est  la  droite  intérieure;  on  peut  la  nommer  droite 
des  milieux  (*). 

La  droite  extérieure  passe  à  l'infini  et  il  en  est  de  môme  du 
point  double. 

5°  Application  à  deux  circonférences  situées  dans  u?i  luême 
plan. 

On  sait  que  le  lieu  des  points  dont  les  distances  o  et  o  aux 
centres  0  et  0',  sont  dans  le  rapport  des  rayons  r  et  r',  est  le 
corde  qui  a  pour  diamètre  le  segment  lE  déterminé  par  le  centre 
intérieur  1  d'homotbétie  et  par  le  centre  extérieur  E;  or,  le  cercle 
IK  est  le  lieu  des  points  doubles  des  circonférences  0  et  0',  consi- 
dérées comme  directetnent  ou  comme  inversement  semblables  (**), 
car  les  deux  droites  orthogonales  des  divisions  proportionnelles 
(3)  passent  respectivement  par  les  centres  d'homotbétie  1,  E. 


I*)  L'appellation  droite  des  milieux  est  due  k  Chasi.es.  dans  le  cas  de 
deux  ponctuelles  égales,  sur  deux  droites  dilVérenles;  il  convient  de 
garder  ce  même  nom,  dans  le  cas  plus  général  de  deux  figures  inverse- 
ment égales. 

{")  La  première  partie  de  la  proposition,  pour  directement  semblablfs, 
est  bien  connue  ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même,  croyons-nous,  de  la 
seconde. 
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FIGURES    PLANES    SEMBLABLES,    NON    SITUEES    DANS    UN    MEME    PLAN 

L'étude  de  deux  ligures  planes  semblables  situées  dans  des 
plans  parallèles,  se  ramène  facilement  à  celle  de  deux  figures 
semblables  situées  dans  le  même  plan. 

Théorème.  —  i"  Lorsque  les  figures  sont  directement  sem- 
blables, et  qu'on  joint  deux  à  deux  les  couples  A,  Aj  ;  B,  Bj  ; 
C,  Cj...  des  points  homologues,  tout  plan  parallèle  aux  plans 
donnés,  détermine  une  figure  A.^B.^G,...  directement  semblable 
aux  proposées  ('). 

2°  Le  lieu  des  points  Aj,  B^,  G^...  qui  divisent  AAi,  BBj,  CCj... 
dans  le  rapport  de  similitude  de  deux  figures  ABC...,  AjBjC, 
inversement  semblables,  situées  dans  des  plans  parallèles,  est 
une  droite,  soit  que  les  segments  soient  additifs  ou  soustractifs. 
Les  deux  droites  sont  orthogonales.    . 

3°  Deux  figures  semblables  ABC...,  AjBjCj...  situés  dans  deux 
plans  concourants  P  et  P,  participent  à  la  fois,  aux  propriétés  des 
figures  d'un  même  plan,  directement  et  inversemetit  semblables; 
ainsi  : 

Les  points  A^,  B^,  C^...  qui  divisent  AA,,  BBj,  GCj...  en  seg- 
ments additifs  dans  le  rapport  de  similitude,  sont  dans  un  même 
plan  Q  ;  en  projetant  A^,  B^...  sur  les  plans  P  et  Pj  par  des  droites 
parallèles  à  l'une  des  bissectrices  de  l'angle  plan  qui  mesure  le 
dièdre  PPj,  on  obtient  dos  projections  directement  semblables 
aux  figures  données. 

De  même  pour  les  points  qui  divisent  AAi,  BB,...  en  segments 
soustractifs. 

Soit  R  le  plan  qui  contient  les  points  de  division;  les  traces 
g,  >•  des  plans  Q  et  R  sur  P  sont  orthogonales  entre  elles;  il  en 
est  de  même  des  traces  (/j  et  r,,  sur  Pj.  Les  plans  Q  et  R  se 
coupent  suivant  une  droite  parallèle  aux  projetantes  qui  donnent 
des  figures  directement  semblables  abc  et  A,B,Ci. 

Pour  démontrer  cet  intéressant  théorème,  il  suffit  de  projeter 
ABC.,,  sur  le  plan  P,,  à  l'aide  de  parallèles  aux  bissectrices  b  et 
b'  de  l'angle  plan  qui  mesure  le  dièdre  PP,. 


(*)  Question  connue;  voir  N.  A.  M.,  1896,  page  369. 
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L'une  des  projections  ahc...  par  exemple,  est  directement  sem- 
blable à  AjB,Cj.,.,  tandis  que  l'autre  projection  a'h'd ...  est  inver- 
sement semblable  à  la  même  figure  AiBjCj...  Remarque  analogue 
pour  les  projections  de  AjEjC,...  sur  le  plan  P. 


NOTE  DE  GEOMETRIE 

Par  M.  Dubouis,  professeur  au  collège  de  Barcelonnette 


Théorème.  —  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  deux  droites 
tracées  par  son  pied  dans  un  plan,  elle  est  perpendiculaire  à  toute 
autre  droite  tracée  par  son  pied  dans  le  même  plan. 

Soient  0  le  pied  de  la  droite  OD  et  OA,  OB  deux  droites  du  plan, 
perpendiculaires   à   OD.    Soit   OG 
une  troisième  droite  menée  par  0 
dans  le  plan. 

Coupons  OA,  OB  et  OC  par  une 
transversale  ABC.  Il  suffit  de  mon- 
trer que,  si  S  est  un  point  quel- 
conque de  OD,  la  longueur  CS  ne 
peut  pas  être  égale  à  CO. 

En  effet,  s'il  en  était  ainsi,  les  deux  triangles  ACS  et  ACOdans 
lesquels  on  aurait 


donneraient 


CS  =  CO      AC  =  AC      AS  >  AO, 


ACS  >  ACO. 


Pour  la  même  raison  on  aurait 


BCS  >  BCO. 


Donc 


ACS  -\-  BCS  >  ACO  -^  BCO, 
inégalité  visiblement  impossible. 
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NOTICE  HISTORIQUE 

SUR    LA    GÉOMÉTRIE    DE   LA   MESURE 
Par  M.  Aultry 

(Suite,  voir  1897,  page  i38) 


G.    DE    SAINT-VINCENT 

Bien  que  dans  ses  démonstrations,  Grégoire  de  Saint-Vincent 
emploie  la  méthode  d'exhaustion,  il  peut  être  considéré  comme  un 
de  ceux  qui  ont  le  plus  contribué  au  progrès  de  la  méthode  des 
indivisibles,  et  même  comme  un  de  ses  promoteurs.  Si  son  célèbre 
Opus  geometricum  n'a  été  publié  qu'en  1647,  les  théorèmes  qu'il 
contient  avaient  été  divulgués  en  partie  dans  les  leçons  qu'il  pro- 
fessait à  Rome,  à  Prague  et  en  Helgique  depuis  plus  de  vingt-cinq 
ans.  Ses  découvertes,  plus  encore  que  celles  de  Gavalieri,  procè- 
dent du  théorème  de  Kepler  et  de  la  méthode  de  transformations 
de  ligures. 

Dans  le  septième  livre  de  son  ouvrage,  l'auteur  développe  une 
méthode  très  féconde  de  cubature,  qu'il  appelle  Ductus  plani  in 
planum  ;  et  dans  le  neuvième,  il  applique  cette  méthode  à  la  me- 
sure de  différents  solides,  entre  autres  à  celle  des  onglets,  qui 
n'avait  pas  encore  été  donnée. 

OPUS    GEOM.    —    LIE.    VII 

Définition.  —  Soient  deux  figures  planes  A,  B,  de  même  hau- 
teur {fig.  40-  Menons  à  égale  hauteur  les  droites  GH,  KL,  j)uis 

relevons  GH  en  K  perpendiculairement 

A  B  au  plan  de  B  et  achevons  le  rectangle 

(  7       1         7       dont  ces  deux  droites  ainsi  placées  sont 

■  \  \       7      ~\        deux  côtés  adjacents.  En  répétant  cette 

p- .   /j  construction  pour  toutes  les  droites  de 

A  et  de  B  parallèles  à  la  base,  nous 

obtiendrons  un  certain  solide.  Ainsi  si  A  est  un  cercle  et  B  un 

rectangle,  le  solide  obtenu  sera  un  cylindre. 

On  désignera  cette  opération  par  l'expression  A  ductum  in  B 
ou  GH  ductum  in  KL. 
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Si  les  deux  figures  sonl  identiques,  on  dira  A  ductum  in  se 

Le  plus  souvent,  comme  dans  la(/?^.  42), 
les  deux  surfaces  sont  terminées  par  une 
droite  perpendiculaire  aux  bases,  comme 
AB  :  on  relève  alors  l'une  des  deux  figures, 
comme  on  fait  en  géométrie  descriptive,  la 
droite  AB  faisant  l'office  de  ligne  de  terre. 


(■)• 


f 


Fig.  42 


I.  —  Le  carré  ductum  in  se  produit  un  cube  [fig.  43). 

II.  —  Si  Vun  de  ces  carrés  est  remplacé  par  un  tviamjle 


rec- 


Fig.  43  rig.  n^ 

langle,  le  résultat  est  un  prisme  triangulaire  [fig.  44)- 

m.  IV.  V,  —  Le  triangle  rectangle  ductum  in  se  produit  une 
pyramide  à  hase  carrée  {fg.  45).  Si  Vun  des  triangles  est  re- 
tourné {fig.  46)  on  obtient  une  pyramide  triangulaire  qui  est  la 
moitié  de  la  première. 

XVI  à  XXVII.  —  Elude  des  corps  produits  par  le  cercle  (j^^.  4") 


Fig.  45  Fig.  46  Fig.  ^: 

HL  ductum  in  se,(\\\  in  5t?,GH  m  GL.GII  in  HL.HM  in  se,  GK  in  HM. 


(•)  G.  de  Snint-Vincenl  lui-mômo  et  Pascal  ont  remplacé  ductum  i»  par 
multiplié  par;  Quctclel  le  trailuit  par  projeté  sur;  M.  Max.  Marie  a  créé 
l'expression  duit  xur.  Aucun  de  ces  mois  n'est  exact  ou  complet,  il  fau- 
drait une  expression  qui  pût  se  rendre  par  redressé  et  promené  sur,  comme 
ductérigé,  mais  nous  avons  reculé  devant  ce  néologisme  dans  un  travail 
hietorique. 
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Fig.  48 


XL.  —    Considérofis  la  surface  comprise   entre  une  courbe 
quelconque  DB,  concave  ou  convexe,  et  un  angle  droit  donné  A 
ou  C  {fig.   48)  :   on  peut  toujours  lui  inscrire  xme  série  de  rec- 
tatigles   dont    la  surface  en  diffère  moins  que  d'une  quantité 
donnée  quelconque  a.  Divisons  AB  en  un 
certain  nombre  de  parties  égales  telles  que 
le  rectangle  KG  soit  plus  petit  que  a  et 
menons  par  les  points  de  division  des  pa- 
rallèles, qui  rencontrent  la  courbe  en  G, 

F,  E :  le  problème  sera  résolu.  En 

effet,  la  somme  des  rectangles  OL,  PR, 
QS,...  KT  est  égale  au  rectangle  KG,  et 
par  conséquent  plus  petite  que  a.  Or,  cette  somme  est  elle-même 
supérieure  à  celle  des  triangles  mixtilignes  DOG,  GPF,...  donc  a 
fortiori  le  triangle  mixiiligne  DBA  diffère  de  la  surface  OGPFQEK 
de  moins  que  a.  De  même  le  triangle  mixtiligne  DBG  diffère  de  la 
surface  LGRFSETG  de  moins  que  a. 

XL VI.  —  Soient  quatre  surfaces  planes  d'égales  hauteurs  AB 
(flg.  49).  Si  pour  une  transversale  perpendiculaire  quelconque 

n      IL 

GL,  on  ^  în  ^^  TTl  '  ^^  solide  provenant 
de  GI  ductum  in  HI  est  égal  à  celui  de 
Kl  ductum  in  IL.  Ce  théorème  est  un 
corollaire  de  celui  que  nous  avons  désigné 
sous  le  nom  de  Kepler.  L'auteur  le  dé- 
montre explicitement  comme  nous  l'indiquons  par  les  théorèmes 
d'Archimède  et  d'Eudoxe  (*). 

XLVll.  —  Par  les  extrémités  du  diamètre  AB  (fig.  5o)  me- 
nons les  tangentes  AC,  BD  égales  à  ce  même  diamètre,  et  tirons 
BG,  AI),  on  aura 

demi-cercle  ductum  in  se  =^  tri.  AGB  ductum  in  tri  ABD 
On  a  en  effet 

GI.IK  =  BLIA  =  m\ 


/K 


\ 


Fie 


49 


{*)  Il  lui  échappe  dans  cette  démonstration  le  mot  infini,  mais  il  a  soin 
de  le  traduire  par  l'expression  en  novibre  quelconque  :  «  ducanturinfiuitœ 
(hoc  est  quot  cumquej  œquidistantes,...  » 
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Le  premier  solide  est  représenté  {fig.  5i).  Il  est  égal,  d'après  ce 
qui  précède,  à  un  tétraèdre  facile  à  me-  _  , 

surer.Nous  le  retrouverons  plus  loin  ('). 


v^ 

l  ^sH     g/ 

y 

«"V 

/V 

J 

B 

Fie.  5o 


Fig.  ji 


XLVllI  à  LXX.  —  Mesures  d'autres  corps  déduits  du  cercle,  et 


Fig.  56 


Fig.  57 


Fig.  58 


/0 

^ 

i/iy 

^^^ 

Fig.  5q 


Fig.  60 


(*)  Il  vu  sans  dire  que  la  tranche  III  duciinn  in  se  comprise  entre  deux 
plnn?  parallèles  quelconques  est  égale  à  la  Irnnche  correspondanle  du  té- 
traèdre. Cetto  remarque  s'applique  h  tout  ce  qui  suit. 
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indiqués  par  les  relations  suivantes  : 

(/i^.52)  IG.TH=IK.TL=ÏR%      PQ.HK=Ûk',      mVrivWK.IM 

(/?^.53)GK'  =  Gn.GL,       GI.IK  =  HI.IL 

{fig.  54)  Gl.IL  =  ÂË'' 
{fig.  35)  HI.TM  =  Gl.IL,     HL.LM  =  GH.TL,      GH.HL  =  Hl.DE 

LXX  à  GLXVIII.  —  Même  chose  pour  le  se.ffuient  de  parabole 
dont  la  flèche  est  égale  à  la  demi  corde 

(/î,^.56)  GH.HL=KI2,       GP^Hl^  -h  KP,  et  autres  semblables 

(fig.^-])  GI.GK=GH.GL,     GK.GLr=GI.AB,     GK.KL=Hl.AR 

(/Î^.58)GH.LM=KL.NP,      KL.PQ=GL.MP,      GK.LP=GL.MP, 

(/î<7.59,6o)GL.LP=KL.AB,  FG.LP=GL.PQ,  GP^^AB^+KL  AB; 

relations  analogues. 

Certaines  de  ces  relations  s'étendent  à  une  parabole  quelconque- 
On  a  ainsi  la  mesure  d'un  grand  nombre  de  nouveaux  solides, 
parmi  lesquels  plusieurs  sont  remarquables  (*). 

{A  suivre). 
■     — ' 

EXERCICES 

Par  M.  Boutin 


A4cO.  —  Trouve»'  tous  les  nombres  tels  que  leur  carré  plus 
leur  cube  soit  un  carré,  et  qiie  le  double  de  leur  cube  soit  égale- 
ment un  carré  ? 

On  doit  avoir  simultanément  : 

a;3  -|-  a;2  =  y^,         "xx^  =  z^  ; 
par  suite  x  -\-  i  =  K^,  x  =  2p^, 

d'où  2^'  +  I  =  K2. 

C'est  l'équation  de  Pell,  bien  connue,  qui  donne  : 

^0  =  0         Pi  =  -i         P2  =  12         m  =  70  Pn  =  6pn-i  —  Pn-i, 

d'où 

Xq  =  0,        a^i  =  8,        -v^  =  288,        u;3  :=  9  800.... 


363;„-i  +  x„-2  —  lav^'aJn-i  •  aîn-a- 


("*)  L'iiyperbole   fouinirail    la   matière   d'un    grand  nombre  d'études  du 
même  genre. 
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441.  —  On  ne  saurait  trouver  quatre  entiers  en  progression 
arithmétique  et  tels  que  la  somme  de  leurs  quatrièmes  puis- 
sances, soit  une  quatrième  puissance  (*). 

442.  —  On  ne  saurait  trouver  :  ni  6,  >i«  9,  ni  10,  ni  1 1  e^itiers 
consécutifs,  tels  que  la  sotnme  de  leurs  quatrièmes  puissances 
soit  une  quatrième  jntissance. 

443.  —  On  ne  saurait  trouver  siv  entiers  en  progression 
arithmétique  de  raison  r  (r  étatit  de  la  forme  :  i^^)  tels  que  la 
somme  de  leurs  quatrièmes  puissances  soit  une  quatrième  jncis- 
sance. 

444.  —  La  somme  des  puissances  n"  de  dix  entiers  consécu- 
tifs quelconques  est  toujours  terminée  par  5  ;  sauf  si  n  =.  ^\x, 
alors  cette  somme  est  terminée i^ar  3. 

445.  —  Les  nombres  étant  écrits  dans  le  système  de  hase  p, 
(p  premier)  la  somme  des  puissances  n*^^  de  p  nombres  consécu- 
tifs est  toi/Jours  terminée  par  zéro,  sauf  si  n  est  de  la  forme  : 
(p  —  i)y  ;  alors  cette  même  somme  est  terminée  par  p  —  1. 

Il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour  les  j3  —  i  premiers  nombres  et 
les  p  —  I  premières  puissances,  ce  qui  se  fait  aisément. 

446.  —  Le  chiffre  des  dizaines  de  11",  i3",  i5",  17",  19",  est 
de  la  même  parité  que  n. 

447.  —  a  étant  un  entier  quelconque, 

a°  +  a»  +  *  H-  a°  +  2  -H  a°  +  ^ 
est  terminé  par  0  ou  4,  suivant  que  a  n'est  pas  ou  est  de   la 
forme  5m  -\-  1. 

EXERCICES 

Par  M.  Bernëa 


I.  _  Si  p,  Y  sont  les  projections  de  B,  C  sur  la  bissectrice  de 
l'angle  A  du  Iriangle  ABC,  les  parallèles  à  AB,  AC  nienéos  par 
p,  Y  se  coupent  sur  la  symédiane  issue  de  A.  —  Mt^me  propriété 
pour  la  bissectrice  extérieure. 


{'\  Cet  énoncé  supprime  la  restriction  de  l'Exercice  309. 
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II.  —  Si,  P  étant  un  point  quelconque  du  cercle  ABC,  les 
droites  AP,  BP,  CP  rencontrent  BC,  CA,  AB  en  a,  p,  y,  que  ay 
rencontre  AG  en  p',  et  que  a^  rencontre  AB  en  y';  !a  droite  p'y' 
passe  par  le  point  de  Lemoine. 

III.  —  Sur  le  côté  BC  du  triangle  ABC  on  porte  CBj  =  a  à  la 
suite  de  BC,  et  BCj  =  a  à  la  suite  de  CB.  Si  AAj  est  la  corde  du 
cercle  ABC  parallèle  à  BC,  que  BjAj  rencontre  AG  en  p  ot  que 
CjAj  rencontre  AB  en  y,  les  deux  points  p,  y  sont  en  ligne  droite 
avec  le  milieu  de  BC  et  avec  le  point  de  Lemoine.  Ces  points  p,  y 
sont  aussi  sur  les  parallèles  à  BC  menées  par  les  points  où  la 
médiatrice  de  BC  rencontre  AB,  AG. 

IV.  —  Sur  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  AB,  AG  on  prend 
un  point  quelconque  M.  Si  les  droites  qui  joignent  B  et  G  au 
poinl  M'  isogonal  de  M  rencontrent  AG,  AB  en  p,  y,  la  droite  ^v 
passe  par  le  point  de  Lemoine. 

V.  —  Si  par  le  point  de  Lemoine  du  triangle  ABC,  on  mène 
une  parallèle  à  BC  qui  rencontre  AB,  AG  en  p,  y  et  que  p',  y' 
soient  les  conjugués  harmoniques  de  p,  y  relativement  à  AB,  AG, 
les  deux  droites  C^',  By'  se  coupent  au  point  où  la  médiane,  issue 
de  A,  rencontre  le  cercle  ABC.  Si  L  est  ce  point  et  que  A'  soit  la 
symétrique  de  A  relativement  à  L,  les  droites  By,  G?  se  coupent 
sur  le  cercle  BGA'. 

VI.  —  E,  F  étant  deux  points  quelconques  pris  l'un  sur  le  côté 
AG,  l'autre  sur  le  côté  AB  du  triangle  ABC,  la  droite  menée  par 

G  qui  divise  BE  dans  le  rapport  —  rr^  ^^  '^  droite  menée  par  B 

qui  divise  GF  dans  le  rapport ^  se  coupent  au  point  de  Le- 
moine. Noter  le  cas  particulier  à  CE  =  a  et  BF  =  a,  et  le  cas 
particulier  où  CE  =  -v-,  BF  =  — .  (Les  sens  positifs  de  CE,  BF 
sont  CA,  BA).  (-4  suivre). 

Le  Directeur-gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 

SAI5T-AMAND    (CHER),    IMPRIMEKIF.    Sl^IENTIHyUE     KT    LITTÉBAIHE.    BUSSIÈRB    FBêRES. 
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LES  CERCLES   BlTANGEiVrS  AUX  CONIQUES 


Par  M.  A.  Tissot 

{Suite,    ï8ç)7,    page    ï'\^^) 


CONIQUES    BITANGENTES    A    DEUX    CERCLES 

60.  —  Il  ne  s'agit  plus  ici  que  des  coniques  pour  lesquelles  les 
di'ux  cercles  bitangents  sont  d'espèces  différentes.  Leurs  centres 
appartiennent  à  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre  la  ligne  des 
centres  des  deux  cercles. 

Pour  l\ine  quelconque  de  ces  coniques,  le  point  d'intersection 
des  deux  droites  des  contacts  est  l'un  des  nœuds  des  detix  cercles 
par  rapport  à  leur  axe  radical,  et  les  saillants  se  trouvent,  avec 
l'autre  nœ.ud,  sur  une  même  ^perpendiculaire  à  la  ligne  des 
centres. 

Soit  Q  {fig.  35)  le  point  de  rencontre  des  droites  des  contacts 
de  l'une  des  coniques  avec  les  deux  cercles. 
(Je  point  doit  avoir  la  môme  polaire  dans 
chaque  cercle  que  dans  la  conique;  il  aura 
donc  la  même  polaire  dans  les  deux  cercles. 
Ainsi,  il  se  trouvera  sur  la  droite  qui  joint 
leurs  centres  H,  H';  déplus,  0,  étant  l'in- 
tersection de  cette  droite  avec  la  polaire 
commune,  et  r,  r'  désignant  les  deux  rayons, 
on  aura 

(i)     \\ù.\\ù,=  r\       l\'ù.\Vi\=r". 

D'après  cela,  la  circonférence  décrite  sur 
i>i),  comme  diamètre,  couperait  orthogo- 
nalcment  les  deux  cercles  ;  le  milieu  de  oo, 
appartient  donc  à  leur  axe  radical,  et  leurs 
nipuds,  par  rapport  à  cet  axe,  sont  Q  et  lii. 

(Juant  aux  saillants,  chacun  se  trouve  sur  la  polaire,  par  rap- 
port à  la  conique,  du  point  do  rencontre  Çl  des  droites  des  con- 
tacls  ;  or,  ou  vient  de  voir  que  celte  pulaire  est  la  perpendiculaire 
élevée  en  12i  sur  HH'. 

11  y  a    lieu   de  se  demander  si,  pour  toutes  les  coniques  hilan- 
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gentes  aux  deux  cercles,  c'est  le  même  nœud  qui  sert  de  point  de 
concours  aux  droites  des  coutacls,  ou  si  ce  jjoint  de  concours  se 
trouve,  pour  les  unes  en  Q,  et,  pour  les  autres,  en  lij.  Supposons 
les  deux  ceicles  extérieurs  l'un  à  l'autre,  et  considérons  deux  co- 
niques particulières  formées,  la  première  par  une  des  tangentes 
extérieures  aux  deux  cercles  et  une  des  tangentes  intérieures,  la 
seconde  par  la  même  tangente  extérieure  et  l'autre  tangente  inté- 
rieure. Pour  la  première,  le  point  de  rencontre  des  droites  des 
contacts  sera  en  dedans  de  l'un  des  cercles;  pour  la  seconde,  il 
sera  en  dedans  de  l'autre  cercle;  les  deux  points  ne  sauraientdonc 
coïncider.  De  là  nous  concluons  qu'il  y  a  bien  deux  groupes  de 
coniques  pour  l'un  desquels  les  droites  des  contacts  partent  du 
nœud  0,  tandis  que,  pour  l'autre,  elles  partent  du  nœud  Qj. 

Dans  les  trois  paragraphes  suivants,  nous  n'envisagerons  de 
chaque  groupe  que  les  coniques  do'nt  l'axe  focal  passe  par  le  centre 
du  même  cercle,  H  par  exemple;  nous  verrons  ensuite  comment 
elles  se  trouvent  liées  à  celles  dont  l'axe  focal  passe  par  le  centre 
de  l'autre  cercle. 

61.  —  Les  coniques  d'un  même  groupe  sont  semblables  entre 
elles. 

Considérons  une  conique  du  groupe  {il)  dont  l'axe  focal  soit  OH 
{fig.  35);  abaissons,  sur  OH,  OH',  les  perpendiculaires  OK,  QK'. 
Par  suite  de  la  similitude  des  triangles  OHH,  HK^,  H'K'Q,  les 
lignes  H'i2,  WÇl,  HH  sont  proportionnelles  aux  lignes  OK,  HK, 
OH  ;  celles-ci  le  sont  à  a-,  h-,  c-  [22J  ;  on  a  donc 

^"^^  H'Q~Hi2~HH" 

ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

Si  l'on  joint  H  à  l'un  des  points  de  rencontre  de  deux  coniques 
du  groupe,  on  obtiendra  une  ligne  qui  sera  bissectrice  de  l'angle 
formé  par  les  droites  des  contacts  de  chaque  cercle  avec  les  deux 
coniques  [58J.  L'un  des  couples  de  sécantes  communes  à  ces  deux 
coniques  sera  donc  orthogonal  et  aura  son  sommet  en  tî. 

Pour  une  conique  du  groupe  (Uj)  dont  l'axe  focal  passerait  aussi 
par  H,  on  aurait 
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Si  Von  multiplie  membre  à  membre  les  égalités  (2)  et  (3),  en 
ayant  é^ard  aux  relations  (1),  il  viendra 

an^  bbi  cCi 

cl  désignant  la  distance  des  centres  des  deux  cercles. 

(^-1  s  Hier  e). 

NOTE  SUR  L'ARITHMÉTIQUE  BINAIRE 

Par  M.  Ed.  CoUignon,  Inspecteur  général  des  Ponts-et-Cliaussées,  en  retraite. 

{Suite  et  fin,  v.  1897;  p.  i/iS). 


PARTAGE    DE    LV    CIRCONFERENCE 

On  sait  inscrire  dans  le  cercle,  avec  la  règle  et  le  compas,  des 
polygones  réguliers  de  3,  4.  5,  6,  8,  10,  12,  i5,  17...  côtés.  On 
peut  aussi  combiner  entre  elles  ces  diverses  divisions  de  la  circon- 
férence, de  manière  à  réaliser  d'autres  divisions.  C'est  ainsi,  par 
exemple  que  le  penlédécagone  se  déduit  de  l'hexagone  et  du 
décagone  par  la  relation 

1    1         1 

1 5        6        1 0  ■ 

Proposons-nous  de  diviser  la  circonférence  en  soixante  parties 
égales.  On  y  parviendra  en  prenant  le  quart  du  quinzième.  On 
peut  aussi  y  arriver  en  combinant  d'autres  fractions  de  la  circon- 
férence entière.  Décomposons  Go  on  deux  facteurs  premiers  entre 
eux,  12  X  5.  et  posons 

1    X        y 

60        5        12' 

07  et  y  représentant  des  nombres  entiers.  On  en  déduit 

1  2j:  +  5î/  =  1 , 

éipiation  dont  la  solution  générale  est,  en  appelant  t  un   nombre 
ciilicr  quelconques  positif  ou  négatif, 

x  =  bi  —  -1, 
y  =  5  —  12/. 

Nous  aurons  la  .solution  (jui   admet  les   moindres   nombres  on 
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valeur  absolue  en  posant  ^  =  o.  11  viendra 

X  ^=  —  'i,       ?/  =  5, 
et  l'on  a 

1     5  2 

6o        12        5  ' 

j\Iais  on  peut  aussi  déconriposer  12  en  deux  fadeurs  premiers 
enlre  eux,  12  =  3  X  4»  et  poser, 

• —  =  —-!--,       ou  bien       Az  -r-  3?/  =  5. 
12        3       4 

On  trouvera  pour  solution  générale 

^  =  3/'—  1, 
M  =  3  • —  ^t' , 

et  la  solution  la  plus  simple,  pour  /'  =  o,  est  ^  ^=:  —  1,  •j^  r=  3, 
c'est-à-dire 

A  —  •!  _  1 

12~4  3' 

ce  qui  conduit  à  poser  en  définitive 

1   __  3        1        2 
6ô~"4~3  ~5' 

En  partant  de  la  décomposition  de  60  en  ses  facteurs  i5  et  4» 
puis  en  décomposant  de  môme  i5  en  deux  facteurs  3  et  5,  on 
arriverait  à  une  autre  décomposition  : 

1   ^ 3        1        1 

60  ~  5  ~  3  ~  4  • 

On  obtiendra  donc  le  côté  du  polygone  régulier  de  60  côtés  en 
combinant  par  voie  d'addition  algébrique  les  arcs  sotis-tendus  par 
les  côtés  du  triangle  équilatéral,  du  carré  et  du  pentagone  régu- 
lier. 

La  division  de  la  circonférence  en  Go  parties  égales  est  utile 
pour  l'inscription  des  minutes  sur  le  cadran  d'une  liorloge. 
Examinons  comment  l'opération  devrait  être  dirigée  pour  obtenir 
l'arc  d'un  degré,  ou  pour  inscrire  dans  le  cercle  le  polygone  régu- 
lier de  3Go  côtés.   On  décomposera  la  fraction  tttt- en  fractions 

^  3bo 

simples,  ayant  pour  dénominateurs  les  fadeurs  de  36o,  premiers 
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entre  eux  deux  à  deux  : 

36o  =  5  X  «  X  9. 
el  un  trouvera  par  l'analyse  indéterminée,  en  adoptant  la  plus 

simple  solution, 

1     3        3        i 

36o      .5        8        9 ' 

On  sait  diviser  géométriquement  la  circonférence  en  cinq  par- 
ties égales  et  en  huit  parties  égales,  mais  on  ne  peut  la  diviser  en 
neuf.  On  peut,  il  est  vrai,  la  partager  en  trois,  et  il  restera  à 
subdiviser  en  trois  parties  égales  l'arc  sous-tendu  par  le  côté  du 
triangle  équilaléral.  Ici  la  solution  jjout  être  fournie  par  l'arithiné- 
ti(iue  binaire,  en  appliquant  le  développement 

1111 

-:= i 7   -\ h... 

3  2"  2*  1^ 

=  0,01010  101...  ; 

ce  complément  de  la  solution  est  seul  approximatif. 

Soit  proposé  de  partager  une  circonférence  en  parties  pro[)or- 
tionnelles  à  des  nombres  entiers  donnés/),  q,  v 

Soit  S  ==  p  -+-  g  H-  r  -h  ...  la  somme  des  nombres  donnés.  Le 
problème  est  ramené  à  partager  la  circonférence  en  S  parties  égales. 

Si  le  nombre  S  rentre  dans  ceux  pour  lesquels  le  partage  du 
cercle  puisse  se  faire  géométriquement,  la  question  est  immédiate- 
ment résolue.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  de  partager 
le  cercle  en  trois  parties  proportionnelles  aux  nombres  3,  4  fl  5. 
La  somme  S  est  égale  à  12,  et  il  suflira  d'inscrire  dans  le  cercle  le 
dodécagone  régulier.  La  solution  sera  donnée  par  les  arcs  qui  sont 
sous-tendus  respectivement  par  les  cotés  du  carré  inscrit,  du 
triangle  éciuilatéral,  et  du  dodécagone  régulier  étoile. 

Si  S  n'est  pas  le  nombre  de  côtés  d'un  polygone  régulier  ius- 
criplible,  f)n  pourra  toujours  trouver  un  multiplicateur  entier  x 
tel,  (juc  le  produit  S.i/'  soit  égal  à  2'^ —  1,  [ji  étant  nu  exposant 
entier  qui  reste  à  déterminer.  Puis  on  substituera  à  la  fraction  -^ 

la  fraction  ;  elle  conduit  à  un  développement  binaire,  (ju'on 

"1^  —  1 
l)eut  arrêter  à  un  terme  suflisamment  [)elit,  à  titre  d'approxima- 
tion. 
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l'iciiuiis  jiuur  cxeniiilc  le  partage  d'une  circoiift'ieiice  en  trois 
parties  [noportionnelles  aux  nombres  6,  7  et  8.  La  sonnme  de  ces 
nombres  est  21  =  3  X  7-  Pour  trouvei'  une  puissance  de  2  qui, 
divisée  par  3  et  par  7,  laisse  pour  reste  l'unité,  il  faut  aller 
jusqu'à  2^  =  64  ;  car  63  est  divisible  à  la  fois  par  3  et  par  7,  Nous 
poserons  donc 

3        'x^'^.n.^ 


21  2°  1  I  \2''  2' 

2^ 


=  0,000101000101 , 

fraction  qui  montre  comment  doivent  être  dirigées  les  bissections. 
Yoilà  la  métbode  directe.  Mais  dans  le  cas  particulier  observons 

que  les  parties  cherchées  sont  — ,  -2-,  — ,  et  que  la  seconde 
^  '  212121  ^ 

-^  =  ;3 .  Par  conséquent,  la  secondtî  des  parties  cherchées  est  l'arc 

sous-tendu  par  le  côté  du  triangle  équilatéral.  Cette  partie  est 
connue  exactement  d'avance.  11  reste  alors  à  partager  propor- 
tionnellement aux  nombres  6  et  8  les  deux  tiers  de  la  circonfé- 
rence. Ces  nombres  donnés  sont  proportionnels  à  3  et  4.  dont  la 
somme  est  7.  11  suffit  donc  de  diviser  l'arc  en  sept  parties  égales, 
ce  qui  se  fera  par  l'application  du  développement  binaire 
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/ 


2'  2"  2- 


0,001001001  , 


prolongé  autant  qu'on  le  voudra. 


RELATIONS  METRIQUES 

ET    TRIGONOMÉTRIQUES 

ENTRE    LES    ELEMENTS    LINEAIRES    ET    ANGULAIRES 

DU    QUADRILATÈRE    INSCRIT    COMPLET 

Par  M.  Lccoeq,  ancien  professeur  au  Lycée  d'Avignon. 

(Suite,  1897  ;  p.  i5i). 


28.  —  Lieux  geotnétriques. 

Si  SLQT  étant  fixe,  on  fait  varier  a  et  p,  ^  étant  une  fonction 
connue  de  a,  les  quatre  ï^ommels  du  rectangle  J^J^Ja-'i  se  déplace- 
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ront  sur  des  courbes  déleruiinées,  et  les  quatre  soiimiels  du  (jua- 
drilatère  ABGD,  sur  des  courbes  corrélatives. 
Du  ;i°  17  on  tirera  : 

Pour  le  point  G 


S  = 


OY.r// 


t.x 


(■t  -  x)3  -  (î  -  !/)>  =  ■»  -  5..-,  fl  =  J^  ; 

pour  le  point  A 

,3  =       ''■■'^''  ^ 


(y  —  ^^  —  (^^  —  'jY-"  =  ^-^  —  v.'/. 

pour  le  point  B 


a3  = "^(-^^ 


(■(  - -^i  (^  -  !/y 

(y  —  ■''^)?  +  (^^  —  Z/)^  =  -i'J  —  ^^^'^' 
pour  le  point  1) 


d'où 


p 

= 

Y.'/ 

Y 

— 

.r' 

= 

OJC 

0 

— 

.'/' 

? 

= 

Y 

ÏV 

x' 

"•   -        (Y-.r)r3-/y)'  .  0-,'/ 

(y  —  J')?  -t-  ('^  —  y)""  =  ^^'  —  Y.'/.  ?  =  —  .TTZT' 

aux  solutions  conjointes  (jui  donnent  y.  et  P  en  fonction  de  1/  et  .r, 
on  ajoutera 

tp  étant  une  fonction  connue,  et  l'on  aura  immédiatement  l'équa- 
tion du  lieu,  savoir 


7  —  .r         '  \       'j  —  1// 


Exemple  :  le  point  J,  décrit  la  droite  : 

A  ^B—  '' 

1rs  lieux  décrits  respectivement  pnr  C,  A.  B,  D  auront  pour  équa- 
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liuiis  : 

(C)  Ayy^^ABxy^B^x-^~A'.!{]i-^i)y-Bo[A-^-(yr-r-ABr.i  =  o, 

(A)  Avj-  —  ABœy-hBox--^A^{B—o)y-hBo{A  —  ';)x—ABo^=o, 

(B)  Avf-^ABxy  —  Bo:r'—Ay{B^o)y—Bl{A—'{)cc-hABo^  =  o, 

(D)  Avj-  —  ^Bxy  —  Boa'^ -hAY(B  —  0)3/ m- Bo(A  +  ^i)x—ABo'(=^o. 

Autre  exemjilo  :  si 

=''  +  "  =  ?', 
p  étant  une  constante,  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  parcourent 
les  différents  arcs  d'une  même  courbe  dont  l'équation  est 

c'est  ce  qui  arrive  en  général  pour  toute  fonction  de  a  et  fl  renfer- 
mant des  puissances  paires  de  ces  coordonnées. 

Nota.  —  On  vérifiera  que  si  l'un  des  sommets  se  trouve  sur  le 
cercle  de  centre  0  et  de  rayon  R,,les  trois  autres  sommets  sont 
sur  le  même  cercle. 

Récriproquement,  si  l'on  donne  la  courbe  parcourue  i)ar  l'un 
des  sommets  du  qudrilatère,  on  trouvera  celle  engendrée  par  l'un 
des  points  J. 

Exemple.  —  Pour  que  C  soit  assujetti  à  parcourir  la  ligne 
droite 

X        1/ 

A  ^  B  ~  '  ' 

il  faut  que  les  coordonnées  u.,  ^  du  point  Jj  satisfassent  à  l'équa- 
tion (AB  —  AS  —  BY)ap  -^  Aovp  +  Bova  —  ABoy  =  0. 

Autre  exe7nple  :  soit 

.0,2  -H  y/2  =  p2, 
on  aura  : 

f:^{l  _  p)2  _^  52p2(.  _  ^y  ^  p2(3.^  _  ^p).. 

On  peut  de  même  trouver  les  lieux  de  points  autres  que  les 
sommets  et  qui  se  rattachent  au  quadrilatère. 
Par  exemple  les  coordonnées  du  centre  0  étant  : 

a-p2  _  .^2^2  j        J         ^1^1  __  52.^2  ' 
on  en  déduit  : 
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d'où 


r  = 


.r  —  Y  ' 
oyar 


!/  —  ^ 

de  sorte  que  si,  pur  exemple,  on  donne  : 
a-'  -h  p-  =  f, 
le  lieu  du  point  0  sera  représenté  par 

?/■'  —  :!:-  .ru  H-  of-  -\-  '— ^ u  +  ' L  j?  —  f  =  0. 

•^  0-'     ■'  0  Y 

Gomme  point  rattaché  au  quadrilatère,  ou  pourra  choisir  son 
centre  de  gravité  dont  les  coordonnées  sont  : 

y—     3(r:Y_a^p^)' 

_    a^Y(33-^  +  5^) 

Remarque.  —  Enfin,  le  point  T  lui-même  peut  être  mobile,  et 
l'on  trouvera  de  nombreux  lieux  géométriques,  en  variant  les  con- 
ditions disponibles. 

Observation  générale.  —  Les  formules  établies  dans  ce  travail 
sont  presque  toutes  calculables  par  logarithmes  ;  encore  les  autres, 
telles  que  celles  de  LA,  LB,  LC,  LD  (n°  i4)  n'exigent-elles  qu'une 
légère  transformation.  On  peut  donc  choisir  facilement  des  exer- 
cices de  calcul  logarithmique  dans  le  cours  des  pages  qui  pré- 
cèdent. [A  suivre). 

NOTICE  HISTORIQUE 

SUR    LA    GÉOMÉTRIE    DE    LA    MESURE 
Par  M.  Aubry 

(Stiite,  voir  1897,  page  162) 


OPUS    GEOM.    —    lAli.    IX 

Un  appelle  onglet  (ungaia)  le  solide  déjà  remarqué  par  Kepler, 
cl  (iblenu  en  coupant  un  cylindre  par  un  plan  passant  par  un  dia- 
mt'lrc  du  cercjf»  de  lias(>. 

JilUKNAI.    liK    MAl'll.    l'LKM.    —      l8itT.  X. 
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V.  —  Dans  la  base  d'un  demi-cylindre,  inscrivons  un  triangle 
isoscèle;  dans  les  deux  segments,  deux  triangles  également  isos- 
cèles,  et  ainsi  de  suite.  Le  prisme  ayayit  pour  hase  le  polyèdre 
ainsi  formé  différera  du  demi-cyliyidre  aussi  peu  qxi'on  voudra. 
Démonslralion  analogue  à  celle  de  la  proposition  II  du  livre  XII 
d'Euclide. 

VI.  —  La  même  constructio7i  faite  dans  vn  onglet  donnera 
lieu  à  la  7}iême  conclusion. 

VII.  —  Les  volu7nes  de  deux  onglets  produits  dans  un  même 
cylindre  sont  co^nme  leurs  hauteurs.  Supposons  les  deux  onglels 
sur  la  même  base  :  les  prismes  inscrits  dans  chacun  de  la  manière 
indiquée  plus  haut  {S  et  VI)  seront  dans  la  proportion  indiquée. 
D'après  le  théorème  d'Eudoxe,  il  en  est  de  même  à  la  limite  des 
deux  onglels,  à  cause  de  VI. 

Remarque.  —  On  a  vu  (lib.  VU,  prop.  XLVII),  que  le  solide 
représenté  (/?^.  61),  et  formé  de  deux  onglets  retranchés  par  des 
plans  à  45"  est  égal  au  tétraèdre  ayant  pour  base  un  demi-carré 
dont  le  côté  est  égal  au  diamètre,  et  la  hauteur  égale  à  ce  même 
diamètre.  L'onglet  à  45°  est  donc  égal  à  la  moitié  du  même  té- 
traèdre. Par  conséquent,  à'({^Yè:?,\\\\,  ^in  onglet  quelconque  est 
égal  au  double  du  tétraèdre  qui  lui  est  inscrit.  Aussi,  à  présent, 
par  le  mot  onglet,  nous  entendrons  l'onglet  à  45°,  le  volume  de 
l'onglet  quelconque  s'y  rapportant  par  une  simple  proportion. 

XX.  —  Le  solide  produit  par  le  demi-cercle  ductum  in  se 
(fig.  61)  est  à  un  a^ffre  semblable  comme  les  cubes  des  diamètres. 
Conséquence  de  VI  et  du  tJiéorème  cVEudoxe. 

XXI.  —  Coupons  Vonglet  EDFd  {pg.  61,  62)  par  un  plan  AB 

ab  perpendiculaire 
à  la  base  et  parallèle 
au  diamètre  EF  : 
Vonglet  est  à  la  par- 
tie    retranchée 

——3 

DAadbB  comme  OE 

à  AC".  On  a 

KL-  =  KA.KR 
KM)  =  KM^  +  KiM.GC, 


KM(2.0G 
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donc  le  solide  produit  du  cercle  ductum  in  se  égale  celui  du  seg- 
ment AMB  ductiim  in  se  augmenté  du  cylindre  ayant  ce  segment 
pour  base  et  GG  pour  hauteur.  Ou  bien,  en  prenant  moitié,  l'on- 
glet du  demi-cercle  ALB  égale  l'onglet  du  segment  AMB  plus  le 
cylindre  ayant  ce  segment  pour  base  et  OC  pour  hauteur. 

De  là  la  mesure  de  l'onglet  abd  formé  sur  un  segment  par  un 
plan  à  ^b°,  et  par  suite  de  celui  formé  par  un  plan  quelconque. 

Co)'ol.  I.  —  Si  BA  est  le  côté  de  l'heocarjoiie,  la  partie  de  V on- 
glet retranchée  par  le  plan  BAa  est  double  de  celle  retranchée 
par  les  plans  EAa,  FBb.  De  plus,  le  volume  du  solide  restant  est 
égal  eux  trois  quarts  de  celui  de  Vonglet. 

Corol.  11.  —  L'onglet  est  égal  à  la  moitié  du  cylindre  aijnnt 
pour  base  la  parabole  inscrite  dans  le  de/ni-cercle  et  wie  hauteur 
égale  au  rayon. 

XL.  —  Considérons  les  arcs  circulaires  égau.r  BP,  PE,  El),.. 
DC  {fig.  63),  et  abaissons  les  ordonnées 
PK,...GG  ;  o/i  a 

PB.PK  +  PH(PK4-E1)4-PB(EI+DH) 
+  PB(DH  +  GG)  =  AP.BG. 

En  ell'el,  d'après  un  théorème  donné 
par  Pappus  pour  la  mesure  de  la  sphère, 

soient  les  deux  demi-cordes  GG,  DU  (/îg.  64)  et  le  diamèlre  per- 
pendiculaire OG  ;   menons  le  diamètre  DK  et  la 
J^- — -^         perpendiculaire  GL  a  DU  :  les  triangles  GIL  et 
^^ — ''  \      GDK  sont  semblables  et  on  a 


GD 

GK 


CL 
LT 


On  voit  que  c'est  le  théorème  XXll  d'Archi- 

mède,  démontré  autrement. 

(A  suivre). 
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EXERCiCEîS  (•) 

Par  M.  Rernès 

Vïl.  —  Si  D,  D'  sont  deux  points  quelconques  pris  sur  BC 

dans  le  triangle  ABC  et  qu'on  divise  AD  dans  le  rapport rrFr 

^  ^'  a.LD 

par  une  droite  issue  de  C,  et  AD'  dans  le  rapport rrr^, ,  par  une 

droite  issue  de  B,  ces  deux  droites  se  rencontrent  au  point  de 
Lenioine.   Cas  particulier  où  l'on  prend  Cl)  =  6,  BD' =  c  ;  cas 

particulier  où  BD'  =  --  et  CD  =  — .  (Le  sens  BC  est  supposé  le 
sens  positif  BD';  le  sens  CB  est  le  sens  positif  de  CD). 

VIII.  —  Un  point  D  étant  donné  sur  le  côté  BC  du  triangle 
ABC,  déterminer  sur  AC  un  point  E  et  sur  AB  un  point  F  tels  que 
si  a  est  la  rencontre  de  BE,  CF,  ^  celle  CF,  AD,  y  celle  de  AD, 
BE,  les  trois  droites  Aa,  BjB,  Cy  soient  parallèles. 

IX.  —  Le  cercle  décrit  sur  le  côté  BC  du  triangle  ABC  comme 
diamètre  coupe  AC,  AB  en  Bj.Cj  et  M  est  le  milieu  du  segment 
de  la  droite  B,Cj  compris  entre  BC  et  la  parallèle  à  BC  menée  par 
A.  La  droite  isogonalo  do  BM  relativement  à  l'angle  B  coupe  CA 
en  p,  et  la  droite  isogonale  de  CM  relativement  à  l'angle  C  coupe 
AB  en  y-  Démontrer  que  la  droite  py  passe  par  le  point  de  Le- 
moine  et  par  le  centre  0  du  cercle  ABC. 

s/  X.  —  \°  La  droite  qui  joint  les  pieds  des  S3miédianes  issues  de 
B  et  C,  celle  qui  joint  les  pieds  des  hauteurs  issues  des  mêmes 
points,  et  celle  qui  joint  les  points  où  les  rayons  BO,  CO  du  cercle 
ABC  coupent  AC,  AB  sont  concourantes. 

2°  Si  M  est  le  point  de  concours,  les  isogonales  de  BM,  CM  rela- 
tivement aux  angles  B,  C  rencontrent  AC,  AB  sur  la  droite  d'EuIer 
OH.  Généraliser. 

XI.  —  On  considère  un  triangle  ABC  et  la  circonférence  cir- 
conscrite. Un  point  D  étant  donné  sur  celle-ci,  déterminer  sur 
AB,  AC  deux  points  E,  F  tels  que  si  a  est  la  rencontre  des  circon- 
férences ACE,  ABF  et  p,  y  les  points  où  ces  mêmes  circonférences 

C)  Voyez  p.  167. 


JOl'HN'AI,     riK    MATHKMATIorKS    ELÉMENTAmES  181 

rencontrent  AD,   les  doux  circonrérencos  AB3,  AGy  soient   tan- 
gentes à  Aa. 

XII.  —  Dans  un  triangle  AUC,  les  tangentes  en  A,  B,  G  au  cercle 
ABC  rencontrent  les  côtés  opi)osés  en  L,  M,  N;  les  parallèles  à 
AL  par  B  et  G  coupent  AG,  AB  en  À,  )/ ;  les  parallèles  à  BM  par 
G  et  A  coupent  BA,  BG  en  |ji-,  îji'  ;  et  les  parallèles  à  GX  par  A  et  B 
coupent  GB,  GA  en  v,  •/.  Démontrer  :  i°  que  les  triangles  A).).'. 
B-j.'/,  Gvv'  sont  éfjnivalenis  au  triangle  ABG,  et  aussi  les  triangles 
LC).,  LBX',  MAa,  MG;/,  iNBv,  NA/.%.°  Que  les  droiles  ;/•/,  v).',  hj.' 
sont  parallèles  à  la  droile  LMN  et  que  leurs  longueurs  sont  pro- 
portionnelles à  a-,  b-,  a-,  les  distances  >[N,  iSF^,  \M  étant  propor- 
tionnelles à  b^  —  c^  c'^  —  a-,  a-  —  b-.  3"  Que  les  cercles  A;x/', 
Bv),',  GX;jl'  ont  leurs  centres  to,  w',  w"  respectivemr'ut  sur  les  uu- 
diatrices  de  BG,  GA,  AB  et  que  leurs  rayons  sont  proportionnels 
à  a,  b.  c.  4°  Que  le  triangle  aSv  formé  par  les  intersections  deux 
à  deux  des  droites  Ato,  Bio',  Cco"  (dans  l'ordre  habituel)  est  inver- 
sement semblable  à  ABG.  5°  Que  si  D,  E,  F  sont  les  intersections 
de  uv',  va',  Xa'  avec  BG,  GA,  AB,  les  droites  AD,  Bl%  GF  sont  pa- 
rallèles; et  si  S  est  le  point  de  Steiner,  ces  droites  sont  isolo- 
miipies  de  AS,  BS,  GS  relativement  à  BG,  CA,  AB. 

XIII.  — -  Dans  un  triangle  ABG,  on  mène  par  A  un  couple  ipiel* 
conque  de  droites  isogonales  relativement  à  A,  par  B  un  couple 
quelconque  de  droites  isogonales  relativement  à  B,  et  par  G  de 
môme  un  troisième  couple.  On  coupe  ces  trois  couples  en  a,  a  ; 
P)  ?' ;  Y»  v' par  trois  droites  parallèles.  Démontrer  que  les  tan- 
gentes en  A,  B,  G  avec  trois  cercles  Aa-y/,  B3S',  Gyy'  renconireut 
le  cercle  ABG  au  même  point. 

XIV.  —  Sur  les  côtés  AB,  AG  d'un  triangle  ABG  on  suppose 
deux  points  Fi,  F  situés  sur  une  parallèle  à  BG.  Sur  BF  on  prend 
deux  points  P,  P'  isotomiques  relativement  à  BF  et  sur  GR  deux 
points  Q,  Q'  isotomiques  relativement  à  GE.  Les  droites  GP,  BQ 
se  coupant  en  T,  et  les  droites  CP',  BA'  en  T',  démontrer  que 
AT,  AT'  sont  isotomiques  sur  BG. 

XV.  —  1%  F  étant  supposés  quelconques  sur  AB,  AG,  on  prtMul 
sur  BF  deux  points  P,  P'  et  sur  GE  deux  points  Q,  Q'.  Les  droiles 
CP,  BQ  se  coupant  en  T,  et  les  droites  CP',  BQ'  se  coupant  en  T', 


182  JOl'RNAI.    DE    MATHÉMATIQUES    ÉlÉMEXTAIHES 

démontrer  que  la  coiidilioii  pour  que  AT,  AT'  soient  conjuguées 
harmoniques  relativement  à  AB,  AC  et  que  les  deux  rapports 
anharmouique^  (BFPP'),  (CEQQ')  soient  égaux  et  de  signes  con- 
traires. Plus  généralement  on  a  :  A,BGTT'  =  (BFPP)  :  (CEQQ'). 

XVI.  —  Dans  un  triangle  ABC,  M  étant  la  rencontre  de  la  mé- 
diatrice de  AB  et  de  la  perpendiculaire  en  C  à  AC,  N  celle  de  la 
médiatrice  de  AC  et  de  la  perpendiculaire  en  B  à  AB,  démontrer  : 
1°  que  MN  est  perpendiculaire  à  la  symédiane  issue  de  A  et  passe 

3  .  , 

aux  y  de  la  corde  interceptée  sur  cette  symédiane  par  la  circonfé- 
rence ABC.  2°  Les  côtés  MN,  NA,  AM  du  triangle  AMX  sont  pro- 
portionnels aux  médianes  du  triangle  ABC,  et  le  centre  0  du  cercle 
ABC  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  AMX.  3°  Les  points  où  BM 
est  coupé  par  la  médiatrice  de  AC  et  CN  par  celle  de  AB  sont  équi- 
distants  de  BC.  Expression  de  cette  distance  en  fonction  de  a,h,c. 

XVII. —  1°  La  droite  qui  joint  l'orthocentre  H  d'un  triangle  ABC 
au  milieu  du  côté  BC  est  perpendiculaire  à  la  droite  AL  conjuguée 
harmonique  de  AH  relativement  à  AB,  AC.  i°  Si,  R  étant  le  ravou 
du  cercle  ABC,  on  porte  sur  AH  dans  le  sens  AH   une   longueur 

2R-  .  ... 

AF  égale  à  tw  »  la  droite  qui  jomt  F  au  centre  0  du  cercle  ABC 

est  perpendiculaire  sur  la  conjuguée  harmonique  de  AO  relative- 
ment à  AB,  AC. 

XVIII.  —  Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC  BC,CA,  AB  on 
suppose  trois  points  L  m,  n  satisfaisant  aux  relations  : 
Cm.B;i  =  AB.AC 
kn.a   =BC.BA 
B^.Am  =  CA.CB 
où  les  longueurs  sont  considérées  en  grandeur  et  ligne. 
1°  Montrer  qu'ils  satisfont  aussi  aux  relations 

AC        AB 

km 

BA 

Bn 

CB 

Zl 

et  que  l'un  de  ces  points  reste  arbitraire. 


kn 

=  1» 

b; 

R7 

—  , 

CA 

Cwi 

1 , 
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1°  Les  droites  \l,  Btn,  Cn  sont  concoiiraiiles,  et  quand  /,  m,  n  se 
déplacent,  l'isogonal  de  ce  point  de  concours  parcourt  la  droite  de 
Leuioine. 

3°  Les  deux  circonférences  qui  passent  par  l  et  sont  tangentes 
l'une  en  B  à  BA,  l'autre  en  C  à  CA  ;  celles  qui  passent  par  m  et 
sont  tangentes  en  C  à  CB,  en  A  à  AB  ;  celles  qui  passent  par  n 
et  sont  tangentes  en  A  a  Ac,  en  B  à  BC,  se  coupent  en  un  même 
point  P  situé  sur  la  circonférence  ABC.  Les  distances  de  P 
aux  trois  sommets  A,  B,  C  sont  données  par  BC.PA  =  A??2. PB 
=  —  An.PC,  ou  encore  —  B/.PA  =  CA.PB  =  Bn.PC,  ou  C/.PA 
=  —  C???.PB  =  AB.PC,  et  la  distance  de  P  à  l,  m,  n  sont  don- 
nées p.ir 

D,       PB.PC    p  PC.PA    ^         PA.PB 

Ces  relations  sont  des  équij)olleuces,  c'est-à-dire  qu'elles  expri- 
ment une  propriété  angulaire  en  même  temps  qu'une  propriété 
métrique. 

XIX.  —  Sur  les  trois  cotés  BC,  CA,  AH  du  triangle  .\BC  on  sup- 
pose trois  points  l^,  m^,  n^  satisfaisant  aux  relations 

AG^        ABBA^BGCB        CA  _ 

Aw,  '^  Ani  ~    '  B;?,    '    B/,  ~    '  Cl,  '^  Cm,  ~~ 

1°  Montrer  que  l'un  d'eux  reste  arbitraire,  et  qu'ils  sont  tous 
les  trois  sur  une  ligne  droite  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  G 
du  triangle  ABC. 

2"  Si  -,  -,  5"  désignent    les  valeurs   des    trois   rapporls  -r — ' 
Y    a     P  '  '  A?l^ 

-7^- ,  p— L  dont  le  produit  est  égal  à  l'unité, 
a.Gl, b.G7ii,  c.Gn, 

3*  Plus  généralement,  si  par  uu  point  fixe  Q(a?,,  ^j,  z,)  on  trace 
une  droite  quelconque  qui  coupe  BC,  CA,  AB  on  /,,  m,,  //,,  on  a 
la  relation 


on  a 


a\Àn,      AmJ     b\lM,      \inj      c\Cw,      C/,  '  ahc 


-i-cz.. 
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et 

^xcc,         pr/,         Y2-,  • 

Dans  ces  relations  BG,  GA,  ABreprésenlentrorienlation  positive 
des  longueurs  comptées  sur  ces  droites,  où  a,  8,  v  ont  la  même 
signification. 

XX.  —  L,  M,  N  étant  trois  points  en  ligne  droite  situés  sur  les 
côtés  BC,  CA,  AB  d'un  triangle  ABC. 

i"  Les  tangentes  en  A,  B,  G  aux  trois  cercles  AMN,  B.NX,  GLM 
rencontrent  le  cercle  ABG  en  un  môme  point  S.  Et  si  les  paiallèles 
menées  par  A,  B,  G  à  la  droite  LMN  rencontrent  les  côtés  opposés 
en  Aj,  Bj,  Gp  les  distances  SA,  SB,  SC  sont  inversement  propor- 
tionnelles à  a.AA,,  &.BBj,  c.CG. 

2°  Les  trois  cercles  AMX,  BNL,  (U^M  coupent  le  cercle  ABC  en 
un  même  point  P,  et  l'on  a 

g.PA  _  6^PB  _  c^ 
MX    ^    NL    ~  LM  • 

3"  On  a  aussi  les  relations  :  PA.PL  =  PB.PM  =  PG.PN.  Et  ces 
relations  sont  des  équipoUences,  c'est-à-dire  qu'à  la  propriété  mé- 
trique qu'elles  expriment  s'ajoute  cette  propriété  angulaire  :  que 
les  angles  APL,  BLM,  GPN  ont  même  bissectrice. 

Si  la  droite  LMN  est  la  droite  de  Lemoine,  le  point  S  est  le  point 
de  Steiner;  et  si  LMN  est  la  droite  qui  joint  le  point  de  Lemoine 
au  centre  du  cercle  ABG,  le  point  S  est  le  point  de  Tarry.  Plus 
généralement,  si  deux  positions  de  la  droite  LMN  font  un  certain 
angle  ^,  l'arc  du  cercle  ABG  qui  est  compris  entre  les  deux  posi- 
tions correspondantes  de  S  est  égal  à  20. 

XXI.  —  Par  B  et  G,  on  fait  passer  un  cercle  w  qui  coupe  en  D  la 
droite  de  Lemoine  du  triangle  ABG.  AD  coupe  le  cercle  w  en  E  et 
le  cercle  ABG  en  L.  Si  M  et  N  sont  les  points  où  les  cercles  ACE, 
ABE  coupent  respectivement  AB,  AG. 

I"  Les  parallèles  menées  par  M,  N  à  AG,  AB,  se  coupent  sur  BC. 
en  un  point  P  ; 

2°  Les  cercles  LBP,  LGP  sont  tangents,  le  premier  à  AB,  le  se- 
cond à  AG;  et  les  cercles  MBP,  NGP  sont  tous  les  deux  tangents 
au  cercle  ABC. 
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XXII.  —  Un  cercle  de  rayon  arbitraire  ayant  pour  centre  le 
sommet  A  du  triangle  ABC  coupe  BC  en  D,  E.  Les  symétriques 
de  D,  E  relativement  à  AB  pour  l'un,  àACpour  l'autre  sont  D',E', 
et  les  droites  CD',  BE'  rencontrent  AB,  AC  en  F,  G.  Démontrer 
que,  le  4"  sommet  du  parallélogramme  construit  sur  AF,  AG 
étant  L,  AL  est  la  symédiane  de  ABC  et  que  la  polaire  de  L  relati- 
vement au  cercle  passe  par  le  centre  0  du  cercle  ABC. 

XXIII.  —  0  étant  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC,  et  les 
perpendiculaires  en  0  à  AU,  BO,  CO  rencontrant  les  trois  symé- 
dianes  de  ABC  en  K,  K',  K",  démontrer  que  la  somme  algébrique 
des  projections  de  AK,  BK',  CK"  sur  une  droite  quelconque  du 
plan  est  égale  à  zéro. 

XXIV.  — D,  D',  D'  étant  trois  points  pris  sur  les  côtés  BC,  CA, 
AB  de  ABC,  démontrer  que  la  condition  pour  que  la  somme  algé- 
brique des  projections  de  AD,  BD',  CD"  sur  une  droite  quelconque 
du  plan  soit  égale  à  zéro  est  que  D,  D',  D"  divisent  respectivement 
BC,  CA,  AB  suivant  un  même  rapport. 

XXV.  —  Les  trois  droites  AD,  BD',  CD"  de  la  question  précé- 
dente se  coupant  deux  à  deux  en  Ai,  Bi,  Ci  (dans  l'ordre  liabi- 
tuel),  trouver  la  condition  pour  que  AD,  AD',  AD"  soient  propor- 
tionnels aux  côtés  BiCi,  CiAi,  AiBi  du  triangle  AiBiCi-  Maximum 

B  C 

et  minimum  du  rapport  -  '    ' . 

XXVI.  —  Al,  Bi,  Cl  étant  détinis  comme  dans  la  question  précé- 
dente, trouver  la  condition  pour  que  la  somme  des  projections  de 
AAi,  BBi,  CCi  sur  une  droile  quelconque  du  plan  soit  égale  à  0. 

XXVII.  —  Un  point  D  étant  donné  sur  BC  en  détermine  deux 
autres  D',  D"  sur  AC,  AB  par  la  condition  que  les  trois  aires 
AD'D",  BD'D,  CDD'  soient  équivalentes  et  de  même  sens. 

XXVIII.  —  Si  l'on  désigne  par  —  K,  — K',  — K'  les  trois  rap- 
ports suivant  lesquels  les  trois  points  D,  D',  D"  divisent  respec- 
tivement BC,  CB,  AB  et  qu'on  pose 

(  1  +  K'  -f-  K'K"  =  e,  [  1  +  KK'  -i-  K-K'K'  =  l, 

1  1  H-  K"  -H  K"K  =  0'.        et        )  1  -i-  K  K"  -r  Klv^K"  =  /', 
f  1  -h  K  +  KK'  =(\\  \  1  +  K'K  +  KK  K"-  =  /". 

Démontrer  :  i°  Que  dans  le  triangle  DD'D"  et  dans  le   triangle 
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ABC  le  ceiiire  des  dislances  prupoitioniielles  des  sominels  affectés 
des  coefficients  (i  -f- KjO,  (i  -h  K'^J'^  (i  +  KT'  est  le  même. 
2°  Si  AjBjCj  est  le  triangle  formé  par  les  intersections  de  AD, 
BD',  CD"  le  centre  des  distances  proportionnelles  des  sommets 
affectés  des  coefficients  0/,  6'/',  0"/'  est  le  même  pour  A^BjC^  que 
pour  ABC.  En  particulier  si  K  =  K'  =  K"  le  centre  de  gravité 
est  le  même  dans  les  trois  triangles  ABC,  DD'D",  AjB,Cj. 

XXIX.  —  On  considère  un  triangle  ABC  et  le  point  A'  symé- 
trique de  A  relativement  au  milieu  de  BC  :  i°  Le  cercle  C(&)  et  le 
cercle  ACA'  se  coupent  en  p  sur  la  symédiane  issue  de  A',  le  cercle 
B(c)  et  le  cercle  ABA'  se  coupent  en  y  sur  la  même  svmédiane. 
2°  P',  '{  étant  les  intersections  de  C(/>),  B(c)  avec  la  médiane,  les 
quatre  points  p,  v,  p',  y'  sont  sur  une  même  circonférence  qui  a 
pour  centre  A',  3°  Si  1  est  la  rencontre  de  Cp,  By  et  1'  celle  de 
C,3',  By',  les  points  I  et  1'  sont  sur  la  circonférence  BCA'  et 
AI  =  AI'.  Les  triangles  lyp,  I'P'y'  son't,  l'un  directement,  l'autre 
inversement  semblables  à  CAA'. 

XXX.  —  Dans  un  triangle  ABC,  les  perpendiculaires  abaissées 
du   milieu  D  de  BC  sur  AB,  AC  rencontrent  AB,  AC  en  o,  o'  ;  Do 
rencontre  la  médiane  BE  en  P  et  Do'  la  médiane  CF  en  Q  :  i°  a,  a' 
étant  les  rencontres  de  AP,  AQ  avec  BC,  les  droites  oa,  o'a'  passent 
par  le  symétrique  A'  de  A  relativement  à  D.  a"  La  parallèle  à  AD 
menée  par  l'orthocentre  et  la  droite  PQ  rencontrent  BC  en  deux 
points   qui    sont    conjugués    harmoniques    relativement   à   BC. 
3°"  L'isotomique  P'  de  P  relativement  à  BE  est  sur  la  médiatrice 
de  AB,   et  l'isotomique  Q'  de  Q  relativement  à  CF  est  sur  la  mé- 
diatrice de  AC.  4"  CP',  BQ'  se  coupent  sur  le  rayon  AO  du  cercle 
ABC,  et  CP,  CQ  sur  la  droite  isotomique  de  AO  relativement  à  BC. 
5°  Si  dans  un  triangle  AjB,C,  construit  avec  les  trois  médianes 
AD,  BE,  CF  pour  côtés,  on  considère  les  points  P',,  Q',  définis 
comme  P',  Q'  et  que  Oj  soit  le  centre  du  cercle  AjBjC,,  le  rapport 
suivant  lequel  CjP',,  BjQ'j  divisent  A,Oj  est  égal  au  rapport  sui- 
vant lequel  AO  est  divisé  par  CP',  BQ'. 

{A  suivre). 
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EXERCrCES 

Par  M.  A.  Rontia 


448.  —  Dans  la  suite  de  Fihonacci,  où  u^  =  o,  tes  no)iibres  : 
"Sbn-2.  u\5n-i'  i^S;;a  +  i'  ^Sôu  +  i'  ^^^^^  terminés  par  l'unité. 

449' — ^^i^jC,  étant  le  triangle  jwdaire  d'un  point  quel- 
conque M  du  2ila7i  d'ioi  triangle  ABC;  les  droites  de  Neu (on 
des  quadrilatères  iMBjGjA,  MA^GjB,  MA,BjC,  sont  trois  droites 
concourantes. 

Ces  droites  concourent  au  centre  M'  du  cercle  circonscrit  à  AiBiCi,  M' 
est  le  milieu  de  MM^  (Mo  inverse  de  M  dans  ABC).  On  peut  remarquer 
que  M  et  M'  sont  deux  points  inverses  dans  le  triangle  qui  a  pour  somme  t 
les  centres  des  cercles  circonscrits  aux  quadrilatères  considérés. 

450.  —  S^  étant  la  droite  de  Simson  relative  à  un  'point 
quelconque  M  de  la  circonférence  circonscrite  à  un  triangle 
ABC,  0  le  centre  de  celle  circonférence,  si  on  mène  par  0, 
(centre  du  cercle  des  neuf  points)  une  droite  parallèle  à  OM  et 
de  7néme  sens,  elle  rencontre  en  M,  la  circoyiférence  des  neuf 
points;  soient  enfin.  A,,  B,,  C,  les  milieux  des  côtés  de  ABC.  Les 
côtés  de  ce  triangle  ABG  et  S^  forment  un  quadrilatère  dont  la 
droite  de  Newton  est  N^^.  Dé^nontrer  que  : 

1°  Ml  est  sur  S,,  ; 
a»  Sj,  et  Nj,  sont  rectangulaires  ; 

3°  Nj,  est  la  droite  de  Simson  de  M,  jiar  rapport  au  triangle  AiBiCj. 
11   en    résulte    que    si    M   décrit   la    circonférence    circonscrite    à    ABC, 
N^  nnveloppe  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 

451.  —  La  droite  liarmoniquement  associée  ii  un  point  (juel- 
conque  Al  du  plan  d'un  triaiigle  forme  avec  les  côtés  de  ce 
triangle  un  quadrilatère  complet;  si  M  décrit  une  droite,  la 
droite  de  Neicton  de  ce  quadrilatère  pivote  autour  d'un  point 
fixe. 

452.  —  Les  côtés  d'un  pentagone  quelconque  pris  quatre  à 
quatre  de  toutes  les  manières  possibles  forment  cinq  quadrila- 
tères. Démontrer  que  les  cinq  droites  de  Newton  correspondant 
à  ces  quadrilatère.''  concourent  e)i  un  intHne  point. 


188  JOURNAL    DK    MATHÉMATIQUKS    ÉLÉMENTAIRES 

On  pourrait  appeler  ce  point  :  point  de  Newton  du  pentagone. 
Si  ABC  est  un  triangle  coupé  par  deux  transversales   quelconques   dont 
les  équations  sont  (en  coordonnées  barycentriques)  : 

a     I      3     I      Y 
r-  +  t  +  -  =  0, 
="1         i-'i        Ti 

-  +  #  +  ^  =  o. 
ao         p,        y., 

les  droites  de  Newton  des   quadrilatères    formés  par   le   triangle    et  cha- 
cune de  ces  transversales  ont  pour  équations  : 

22(Pi  +  Ti  —  «i)  =  o,       i:a(,3.,  +  •;.,  -  a,)  =  o. 
Ces  droites  se  coupent  au  point  : 


«i(?2-r2)-«2(?i-ïi)~Pi(T.>-x,)-P.,(yi-ai)~'Ti(oto-i32)-ïo(ai-?i)- 

On  constate  aisément  que  les  trois  autres  droites  de  Newton  passent  par 
ce  point. 

On  en  déduit  que  les  côtés  d'un  hexagone  quelconque  pris  quatre  à 
quatre  de  toutes  les  manières  possibles,  forment  quinze  quadrilatères, 
dont  les  quinze  droites  de  Newton  concourent  cinq  par  cinq  en  six  points. 

453.  —  On  joint  un  point  M  de  la  circonférence  A,  circonscrite 
0  à  lin  triangle  ABC,  aux  trois  sojumets  de  ce  triangle;  on  viène 
les  droites  qui  joignent  respectivement  les  milieii.T  des  côtés  de 
ce  triangle  aux  milieux  des  droites  MA,  MB,  MC.  Démontrer  que  : 

1°  Ces  trois  droites  concourent  en  un  même  point  M'. 

'1°  Le  lieu  géométrique  de  M'  quand  M  décrit  A  est  la  circon- 
férence des  neuf  points  du  triangle  qui  a  pour  sommets  les 
milieux  des  côtés  de  ABC. 

3°  La  droite  qui  joint  M'  au  milieu  de  00g  est  parallèle  à  OM 
et  en  est  le  quart. 

Prenons  pour  triangle  de  référence  le  triangle  AiBjCi  qui  a  pour 
sommets  les  milieux  des  côtés  de  ABC;  soient  en  coordonnées  barycen- 
triques aj,  jîi,  Yi,  les  coordonnées  de  M.  On  a  la  relation  : 

2  j2  2 

/j\  a  ,         b  c  _ 

^  ?!  +  ïi  "^  «1  +  Y,  -*-  «1  +  \i,  -  «' 

l'équation  d'une  des  trois  droites  considérées  est  : 

?  ^  2^1  +  «^  +  Yi 

Y       2Yi  +  «1  +  p,' 
les  trois  droites  analogues  se  coupent  donc  au  point  : 

Y 


2^1  +  ?i  +  Ti       2pi  +  «1  +  Yi       2Yi  +  «1  +  Pr 


JOURNAL    DE    MATHEMATIQUES    ÉLKMENTAIHKS  189 

d'où 

^  ^  «1  +  ?i    ~    «1  +  ïi    "    Pi  +  ïi   ' 

L'équation   du  lieu  de  M'  s'obtient  en  éliminant  :  aj,  |ïi,  Yi  entre  (ii  et 
(2),  ce  qui  donne  : 


cercle  des  neuf  |)oinls  de  A,BiGi. 
Le  3"  se  vérifie  aisément. 
On  peut  généraliser  par  projection. 

454. —  Si  une  droite  passe  par  un  jioinl  fi.ce,  la  droite  de 
Newton  du  quadrilatère  formé  par  celte  droite  et  un  triangle 
ABC,  enveloppe  une  conique  inscrite  dans  le  triangle  qui  a  pour 
sommets  les  milieux  des  côtés  de  ABC. 

*i'  ?i'  Yi  i^'taiit  les  coordonnées  barvcenli  iques  du  point  fixe,  on  trouve 
pour  équation  de  l'enveloppe  : 


v'oti(p  +  ï  -  «)  +  V'p,(a  -  fi  +  Y)  +  v'Yi(a  +  ?  —  Y)  =  o. 

455.  —  d  et  d'  étant  les  dislances  de  deux  points  fixes  à  une 
droite  1,  si  on  établit  entre  A  et  d'  ^aie  i  dation  linéaire,  telle 
que  : 

Ad  +  Bd'  =  C, 

la  droite  A  enveloppe  une  circonférence  do?il  le  centre  est  sur  la 
lirjne  qui  Joint  les  points  fixes. 

Soient  pour  axes,  la  droite  des  points  li.\es,  et  une  jierpendiculaire  en 
son  milieu,  -m  étant  la  distance  de  ces  points;  on  a  les  relations  : 

X  CCS  a  +  2/  sin  a  =  p, 
k{p  —  a  cos  a)  +  B(jJ  +  a  cos  a)  =;  C, 

d'où  pour  équation  de  l'enveloppe  : 


•2    .    /  A  -  B\- 


(A  +  B)-^ 


456.  —  ()i.^,i\i„àt,,élanl  les  dislances  des  so7nmets  d'un  triangle 
à  une  langeyite  quelconque  au  cercle  circonscrit,  dénw?itre)-  la 
relation  : 

a\^cj^  H-  bv/di",  -+-  cv^d^  =  o. 

457.  —  Les  distances  d  et  d'  de  deux  points  fi.res  F,  F',  à  une 
droite  étant  liées  par  la  relation  : 

Ad-  ^    Bd-  -i-Cdd'r=  k-, 
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Oéinonlrev  que  celte  di'otle  oiveloppe  une  conique  dont  un  des 
an-es  est  dirigé  suivant  FF'. 

Si  C  :=  o,  A  =  B  =  I,  que  aa'  soit  la  constante  et  2r  la  distance  des 
points  fixes,  on  peut  dire  : 

Venveloppe  des  droites  telles  que  la  somme  des  carres  de  leurs 
distances  à  deu.v  points  fi.ves  est  constante  est  un  ellipse  [on  une 
hyperbole)  dont  l'a.ve  focal  est  perpe/idiculalre  au  milieu  de  la 
droite  FF',  2C  est  la  distance  des  foyers. 

458.  —  On  considère  un  faisceau  de  2n  -i--  i  droites  :  Aj,  A^)--' 
\.,^j^  ^,  concourantes  en  un  même  point  H,  et  numérotées  dans 
Tordre  oii  on  les  rencontre  dans  un  même  sens  de  rotation.  Uun 
point  quelconque  Aj  de  A,  on  abaisse  sur  S.^  une  iJerjiendiculaire 
qui  rencontre  ^.^  en  \..,  de  \.^  on  abaisse  une  perpendiculaire 
sur  A4  qui  rencontre  A^  en  A.^,  de  A^  sur  \^  une  perpendiculaire 
rencontrant  A-  en  A-,  etc.  Démontrer  que  le  contour  polygonal 
ainsi  formé  se  ferme  de  lui-même  et  constitue  un  polygone  con- 
vexe de  2n  -h  i  côtés. 

Au  moyen  de  Aj  H,  et  des  angles  successifs  que  les  droites  A  forment 
entre  elles,  on  calcule  aisément  tous  les  éléments  de  ce  polygone. 

459.  —  Soient  M,  M,,  deux  points  inverses  dans  le  triangle 
ABC \  on  a  : 

MA.sin  BMC  =  M^A.sin  BM^G  =  f(a,  b,  c). 
A  un  facteur  constant  près,  si  M  et  M.2  désignent  : 
0  et  H,  f{a,  b,  c)  =  sin  2A, 

K  el  G,  f{a,  b,  c)  =  m^,       (m,  médiane  relative  à  a) 
I,  f{a,  b,  c)  z=  cotg-, 

,.    ,  .,     , ,      ,      ^        cos  fA  —  3oo) 
V  et  V2,  /(a,  0,  C)  =  -, 


Ci  et  iï  (points  de  Brocard),  f(a,  b,  c)  =  -^. 

a' 

460.  —  \  pétant  le  premier  centre  isogone  d'un  triangle  ABC, 
démontrer  que  si  par  Og,  on  mè7ie  des  parallèles  à  AV.^,  BV^, 
CVg,  ces  droites  sont  les  tangentes  aux  points  de  rehroxissement 
de  ïhypocycloïde,  enveloppe  des  droites  de  Simson. 
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Les  points  Aj,  Bj,  Ci  du  cei'cle  circonscrit  qui  ont  pour  droite  de 
Sinison  ces  tangentes  de  rebrousseinent,  sont  tels  que  OAi,  OBi,  0(>'i, 
sont  respectivement  parallèles  k  AVu;  bV.j)  GVa^.  cg^  "^a-^z-^^  <U,  ^^t^^m^j^^*^ 

461.'^ —  Soient  ai,  b,,  Cj,  les  pieds  des  bissectrices  intérieures 
d'un  triangle  ABC  ;  on  projette  a^  respectivement  en  Bj  et  Ci, 
respectivement  sur  AB  et  AC  ;  les  droites  analogues  à  B^Cj  dé- 
terminent le  triangle  A'B'C.  —  Démontrer  que  : 

1°  Les  triangles  ABC,  ABC  sont  homologiques; 

•i"  P  étant  le  centre  d'homologie,  V inverse  P^  de  F  dans  le 
triangle  ABC  est  situé  sur  01,  et  partage  cette  dislance  dans  le 
rapport  : 

P,I  _  -il- . 
P,"()  ~  H  ' 

3°  «1,  t^i»  Yi  ^l(^>^l  les  projections  de  1  5«>'  les  côtés  de  ABC,  /es 
droites  A'aj,  B'^ip  C'yi,  concourent  en  iin  2'0i')it  M,  5i7?/e  sur  PI. 
On  trouve  en  coordonnées  nornialos  pour  équation  de  Bi^'i  : 
—  ^(i  +  cos  h.)  -\-  y  ces  B  +  ;r  cos  C  =r  o, 
d'où  pour  équation  de  AA   : 

—  y[i  -\-  1  cos  B;  +  ^(i  +  2  cos  C)  =  o. 
Les  droites  telles  que  AA',  concourent  donc  au  point  : 
(P)  x(i  -j-  2  cos  A)  =:  y  (i  +2  cos  Bj  =  j  (i  +  2  cos  C). 

L'équation  de  A'ai  est  : 

j:  cos  A(cos  c  —  cos  B)  —  y[i  +  cos  Bj  (i  +  cos  B  +  cos  C; 
+  ^,,1  4-  cos  C;  (i  -\-  cos  B  -\-  cos  C)  =  o. 

Les  droites  analogues  concourent  donc  au  point  M,  dont  les  coordonnées 
normales  sont  : 

o.'  :  y  :  ^  =  (1  +  cos  B  +  cos  C)  (i  -}-  cos  A  -f  cos  B  +  cos  G  +  2  cos  B  cos  C)  : 

462.  —  Un  triangle  équilatéral  A'B'C  se  déplace  en  restant 
inscrit  dans  un  cercle  fi.re  ;  P  est  un  point  fixe  quelconque  du 
plan.  Les  droites  PA',  PB',  PC,  rencontrent  une  seconile  fois  la 
circonférence  en  A,  B,  C.  Démontrer  que  le  lieu  géométrique  de 
Vorthocentre  de  ABC  est  une  circonférence. 

Le  lieu  géométrique  du  centre  de  gravité  et  du  centre  du  cercle  des 
neuf  points  de  ABC,  est  également  une  circonlérence. 
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433.  — n  éiant  un  entier  jiosillf  quelconque,  démotitrer  que. 
?>^  -h  4""'*"  ^     est  divisible  par  i3, 


2"  +  y  +  ^ 


7' 


a° -+- 5.278°+'  —  17, 


2°  H-   3^°  + 


19- 


3°4-5.2s°f^  —  23, 

2°  H- 3''°+'^  —  29, 

Sn  +  a^-.-^+u  _  2g^ 

2"  +  27»°+ 8  —  3i, 

3n^_413n  +  9  _.  3,^ 

27°   +    2*">+'  —  43, 

7°  4-  2'°  +  ^  —  11, 

2" +  7111  +  6  _  i3, 

5"   +    jlSn+S  •        _  i„^ 

3° -1-72° +  11  _  23, 

7°  +  ii-'°+6  —  i3, 

5n+3   _^    ii3n+l  _  j„^ 

l32a+l  _^   ii8n+4  _  j^^ 

l3n_^31-n+9  _  ig^ 

On  peut  trouver  une  infinité  de  relations  du  même  genre. 

Ces  propositions  peuvent  se  démontrer  d'une  manière  uniforme  :  soit 
en  constatant  que  les  résidus  sont  complémentaires  par  rapport  au  mo- 
dule; soit  en  vérifiant  la  proposition  pour  les  premières  valeurs  de  n,  et 
ensuite  montrant  que  la  proposition  supposée  vraie  pour  n  est  vraie  pour 
n  +  I. 

QUESTfON  PROPOSÉE 


810.  —  Le  point  o  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
abc  et  a' ,  b'  sont  les  pieds  des  hauteurs  de  ce  triangle,  issues  de 
a,  b  : 

1"  aob' ,  boa'  sont  équivalents;  2"  Le  triangle  aob  et  le  quadri- 
latère oa'cb'  sont  équivalents?  (Mannheim). 

Le  Directeur-gérant, 
G.  DE  LQXGCIL\MPS. 

SAINT-AMAND    (CIlEu).    UlPRlMlcniE    Si:iEN'TIFIyUE     ET    LITTÉnAIlil!.    lll'SSIliRE    FRl-niiS. 
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LES  CEUCLES   BITANGENÏS  AUX  CONIQUES 

Par  M.  A.  Tissot 

{Suite,    1897,    page    169) 


62.  —  Dans  chaque  groujoe,  le  lieu  des  foyers  est  une  circon- 
férence concentrique  nu  cercle  bitnyigenl  de  seco7\de  espèce. 

Soit  F  {fig.  35)  l'un  des  foyers;  on  a  [49] 

H'F  =  er'; 
H'F  est  donc  constant. 

Cette  expression  de  H'F  donne,  avec  la  seconde  des  égalités  (i) 
et  l'une  des  égalités  (?.), 

Wt  =  IIH'.Il'O,  ; 

ainsi,  le  rayon  du  lieu  est  la  tangente  menée  de  H'  à  la  circonfé- 
rence décriie  sur  HQj  comme  diamètre. 

63.  —  Soit  S'  {ftg.  35)  le  saillant  correspondant  à  Tune  dos 
conitjues  et  au  cercle  hitaugent  de  seconde  espèce  ;  soit  G  la  pro- 
jection du  centre  0  sur  HH';  menons  01  parallèle  à  cette  dernière 
ligne  jusqu'à  sa  rencontre  en  i  avec  Sûj.  Les  deux  droites  HFl', 
S'Q,  étant  perpendiculaires  entre  elles  [60],  les  triangles  sem- 
blables OHll',  OIS'  donneront  IIH'.OI  =  OH  OS'.  Dans  le  premier 
produit,  on  peut  remplacer  01  par  GQi;  quant  au  second,  il  est 
égal  à  c^  [44 1  ;  il  vient  donc 

WU'.GQ,  =  c-, 

ce  qui  permet  de  compléter  les  relations  (2),  et  d'écrire 

D'après  cela,  si,  sur  la  circonférence  IIII',  on  a  cboisi  ou  déler- 
luiiié  le  point  qui  doit  servir  de  centre  à  la  conique,  il  sera  facile 
(le  construire  les  éléments  linéaires  do  celte  coni(jue. 

64.  —  De  deux  cercles  bitangents  à  une  conique  et  n'ayant  pas 
leurs  centres  sur  le  même  axe,  celui  de  première  espèce  est  inté- 
rieurà  l'autre,  dans  le  cas  de  l'ellipse;  il  lui  est  extérieur  dans  le 
cas  di'  riivjK'rl)  )li'. 

JOURNAL   DE   MATH.    ÉLKM.    —    1S97.  9 


194 


JOURNAL    DE   MATHEMATIQUES    ELEMENTAIRES 


Géométriquement,  il  n'y  a  donc  pas  de  conique  bitangente  à 
deux  cercles  qui  se  coupent. 

Si  l'un  des  cercles  enveloppe  l'autre,  toutes  les  coniques  bitan- 
genles  seront  des  ellipses  dont  l'axe  focal  passera  par  le  centre  du 
plus  petit.  Elles  formeront  deux  groupes  dont  chacun  ne  con- 
tiendra que  des  courbes  semblables  entre  elles.  Le  lieu  complet  de 
leurs  foyers  se  composera  de  deux  circonférences  concentriques  au 
plus  grand  des  deux  cercles. 

Dans  le  cas  de  deux  cercles  extérieurs,  toutes  les  coniques  sont 
des  hyperboles.  Pour  une  première  série  d'entre  elles,  l'axe  focal 
passe  par  le  centre  de  l'un  des  cercles;  pour  la  seconde  série,  il 
passe  par  le  centre  de  l'autre.  En  changeant,  dans  les  égalités  (4), 
H  en  H',  et  réciproquement,  on  voit  que  la  seconde  série  est  for- 
mée des  hyperboles  conjuguées  à  celles  qui  entrent  dans  la  pre- 
mière. Dans  chaque  série,  il  y  a  deux  groupes  dont  chacun  ne 
contient  que  des  courbes  semblables  entre  elles.  Le  lieu  complet 
des  foyers  se  compose  de  quatre  cercles,  deux  à  deux  concentriques. 

65.  Problîûmes.  —  Construire  les  éléments  cViine  conique  hi- 
tangente  à  deux  cercles  donnés,  sachant  de  plus  qu' elle  doit  être 
concentrique  à  Vun  —  ou  lui  être  osculatrice  —  ou  'passer  pa>' 
un  point  donné  —  ou  avoir  pour  tangente  une  droite  domiée. 

{A  suivre). 


NOTICE  IIISÏORIQUE 

SUR    LA    GÉOMÉTRIE    DE    LA   MESURE 
Par  M.  Aiibry 

(Suite,  voir  1897,  page  177) 


XLL  —  Bans  la  base  AFB  (fig.  65)  d'un  onglet,  inscrivo)is  un 
jjolygone  régulier  BCD...F,  et  cou- 
po?is-le  par  les  plans  perpjendiculaires 
BCc,  CDdc,  DEed,...  La  surface  laté- 
rale du  prisme   ainsi   formé  a  pour 

mesure  -—^ — .  En  elTet,  cette  surface 


F 

E 

^ 

^ 

"^ 

^ 

J 

/ 

1 

S 

P 

:      t 

Y 

FiR.  G') 


Yf-\-V.e  ,  Ee+Dc^ 


s  exprime  par 

(F9-f-E£)BC  +  (E£-HDê)BC+.. 
2 


BC: 
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Corol.  —  Si  la  demi  circonférence  (flg.  63)  est  divisée  en  un 
nombre  quelconque  d'arcs  égaux  BP,  PE,...iMA,  on  a  d'après  XI. 

AB.AP 
i.Pli  • 

AB  An 


PK  +  EI  +  ...  -i-MX 

Donc  la  surface  totale  du  prisme  (XM)  a  pour  mesure 


■R 

->1 

J 

0 

?/ 

jVc 

1 

V 

J 

L 

'^    9 

^ 

j 

E 

= 

• 

*■ 

Fis.  (i6 


(/?.y.  G.->)  n. 

XLII.  —  ^1  la  hase  AFB  d'im  onglet  (/?/-/.  G6),  circonscrivons 
un  segment  de  polygone  régulier  RQPNilB  :  la  surface  latérale 
du  tronc  de  prisme  circonscrit  à  l'on- 
glet et  ayant  ce  segment  pour  base  a 
pour  mesure,  déduction  faite  du 
triangle  BMm  correspondant  au  côté 

„,,      ,.  AB.AG     x\'  • 

BM,    leorpression    — ; .    Désignons 

par  les  petites  lel(r''S  correspondantes 
les  intersections  des  arêtes  du  prisme 
avec  le  plan  sécant,   la  surface  indiquée  a  pour  expression 

OR(Fo  +  lu  +  Do  +  Cy). 

On  est  encore  ramené  à  XL. 

Corol.  —  La  surface  latérale  du  prisme  total  moins  les  deux 
triangles  BMw,  AS^  est  donc  toujours  égale  à  la  moitié  du  carré 
du  diamètre. 

XLV.  —  La  surface  latérale  de  l'onglet  est  égale  à  la  moitié 
du  carré  du  diamètre.  Conséquence  des  deux  propositions  précé- 
dentes. Démonstration  par  la  méthode  d'exhauslion. 

XLYl.  —  La  partie  de  la  surface  latérale  de  l'onglet  corres- 
pondant à  l'arc  CB  {/îg.  (J;)  a  pour  mesure  la  moitié  du  rec- 


(•)    Soit   0   le   centre   de  l'arc  HC  (/îc/.  (\?>)  :  on  aura   [loiir  la  soiniiie  de» 
prismes  triangulaires  tronqués  POB,  liÔP,  DOE,  COD 

\    >  .>  .i  .)       /  o 

d'où  une  autre  manière  de  calculer  le  volume  du  prisme  inscrit  dans   uu 
segment  d'onglet,  et  par  là  le  volume  de  l'onglet  lui-mCme. 
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Fig.  67 


tangle  de  AB  et  de  By.  De  là,  la  mesure  de  la  surface  de  ^l'onglet 
c^., ^  -  correspondant  à  un  segment  CD. 

LIV.   —  Les  surfaces  latérales  de   deux 
^     onglets  sont  comme  leurs  hauteurs.   Consé- 
quences de  XLÎ  et  de  XLII. 

On  a  ainsi  le  moyen  de  mesurer  le  volume 
el  la  surface  de  tous  les  onglets  construits  sur  le  demi-cercle  ou  un 
segment  quelconque  et  par  un  plan  quelconque. 

CCV.  —  Mesure  du  cylindre  parabolique  et  du  segment  de 
parabole.  Soit  le  segment  parabolique  quelconque  ABC  {fig.  68); 

on  a  Gl.GL  =  GK", 

donc  le  cylindre  parabolique  produit  par  GI  duclum  in  GI.  est 
égal  à  la  pyramide  résultant  de  GK  duclum  in  se. 
Celte  pyramide  étant  égale  au  tiers  du  prisme  GL 
ductum  in  se,  il  en  est  de  même  du  cylindre.  Le 
prisme  et  le  cylindre  ayant  des  bailleurs  égales, 
la  base  du  premier  est  donc  le  triple  de  celle  du 
second,  donc  la  surface  AICD  vaut  le  tiers  du  rec- 
tangle AC. 


LXXXVL 


Deux  onglets  déterminés  dans  un  cylindre  para- 
boliqite  jjar  deux  plans  d'égales  incli- 
naisons sont  comme  les  cinquièmes 
puissances  de  leurs  cordes.  Soient  ADC, 
ALK  (fig.  69)  les  bases  des  deux  on- 
glets. Divisons  Hlv  et  BG  proportion- 
nellement en  Q  el  P,  puis  menons  des 
plans  perpendiculaires  qui  déterminent 
dans  les  deux  onglets  les  triangles  sem- 
blables QSn,  B^ïni.  Le  reste  s'achève 
«ans  difficulté  à  cause  de 


Fig.  69 
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NQ 
MP 


KQ.QL 
CF.  PB' 


11  tire  de  cette  proposition  la  mesure  de  l'onglet  parabolique  par 
des  transformations  trop  longues  pour  qu'elles  puissent  être  indi- 
quées ici. 
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CXXIX.  —  Dans  deux  demi-ellipses  AB  inscrivons  deux  seg- 
ments de  paraboles  a,  b  :  les  sphéroïdes  provenant  de  A  et  de  B 
sont  eiitre  eux  comme  les  produits  des  segments  paraboliques 
multipliés  respectivement  par  les  demi-axes  des  ellipses.  On  a  en 
effet  ifig.  70). 


MF 

OB' 


AP.PC_PN  , 

ÂOTOG-BO       douMP 


PN.OB. 


M\ 


p      o 

Fia-,  r. 


donc  le  solide  de  la  demi-ellipse  ABC  duckim  in  se  est  égal  au 
cylindre  ayant  la  parabole  pour  base  et  OB 
pour  hauteur. 

Or,  le  solide  formé  par  une  surface 
difctmn  in  se  est  à  celui  produit  par  la  ré- 
volution de  celle  même  surface  com77ie  le 
rai/on  du  cercle  est  à  sa  circonférence.  La 
proposition  est  donc  démontrée. 

De  cette  remarque,  —  nouveau  corollaire  du  théorème  de  Kepler, 
—  découlent  un  grand  nombre  de  mesures  de  corps  nouveaux. 

Inutile  d'ajouter  que  la  proposition  CXXIX  ramène  la  mesure 
de  la  tranche  de  sphéroïde  à  celle  d'une  tranche  sphérique. 

CL\'.  —  Le  conoïde  parabolique  est  au  cône  inscrit  comme  trois 
à  deux.  En  effet,  on  a  {fig.  71) 

GK'  =  HK,BD, 

le  reste  de  la  démonstration  s'achève  à  l'aide  de 
la  remarque  précédente. 

'''  '  CLXXXIX.  —  Mesure  du  conoïde  hi/perbo- 

lique.  Considérons  le  cône  asymptolique 
MON  du  conoïde  PCQ  {fig.  72);  chaque 
section  de  ces  deux  solides  détermine  une 
couronne  circulaire  MKNQP,  dont  la  sur- 
face est  constante,  ])nis(|ne  IM\  r-^  PM=^  AC  : 
le  volume  concave  i)roduit  i)ar  la  rèvulu- 
lion  de  CAMP  a  ses  sections  égales  à  celles 
du  cylindre  AS,  et  [)ar  suite  il  lui  est  égal. 


•Sa 


CXCVll 


A  l'extrémité  C  de  Vaxc  de 
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VelUpse  AB  {fig.  73),  menons  une  tangenle  AC,  construisons 
V/njjoerbole  CB,  el  tirons  CB  :  le  conoïde  pro- 
duit par  la  révolution  de  llvjj^erbole  est  égal 
à  la  somme  du  cône  produit  par  la  droite  CB 
el  du  spJiéro'ide  x^'oduit  par  l'ellipse  AB. 

CXCV11I,CC,CC1V.  —  Coupions  un  cône 
circulaire  qnelconc/ue  par  un  pÂan  Ml^N, 
parallèle  à  la  génératrice  SB  :  la  partie 
SMNP  du  cône  est  au  tétraèdre  SMNP 
comme  4  à  3  {fig.  74).  Si  TR  est  une  autre 
section  parallèle  à  la  première,  les  deux 
parties  du   cône   SiMNP,   SQTR  sont  comme 

NP   est  il  TR  ,  de  sorte  que  si  BR  :=  AP,  ces 

deux  parties  so?it  égales. 

(A  suivre). 


EXERCICES 

Par  M.  Boulin 


464.  —  On  considère  le  tableau, 


i37 

65 

(il 

57 

5:5 

^'l9 

«9 

17 

li) 

[) 

'|5 

7:5 

Ul 

I 

;> 

-1' 

77 

1)5 

-9 

T> 

■'" 

io5 

S[ 

85 

S9 

93 

97 

101 

r/m 


comprend  tous  les  nombres  impairs  de  la  forme  :  4ii  +  1. 
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disposés  dans  leur  ordre  numérique,  en  tournant  toujours  dans 
le  même  sens.  Démontrer  que  \  (le  lableau  est  supposé  illimité). 

\'^  La  grande  diagonale  1-9  contient  les  carrés  de  tous  les 
nombres  i^npa irs ; 

■z°  La  seconde  grande  diagonale  1-17,  ou  i-33,  contient,  dhme 
part,  des  carrés  de  nombres'  ])airs,  ces  carrés  augmentés  d'une 
unité;  d'autre  part,  les  carrés  dimi?ucés  de  trois  imités  des 
autres  nombres  pairs  ; 

3°  La  diagonale  5-45,  prolongée  indéfiniment  dans  le  sens 
5-45  ne  contient  aucun  nombre  premier. 

Ces  nombres  sont  compris  dans  la  formule  : 

i6n"  +  3',n  +  5  =  (4h  +  i)  {\>i  +  5). 

4*^  La  diagonale  21-77,  indéfiniment  prolongée  dans  ce  sens, 
ne  contient  aucun  nombre  premier. 

Les  nombres  de  cette  ligne  sont  de  la  forme  : 

iGn-  +  \on  +  21  =  (/,/i  +  ;>)  {\n  +  7). 

5"  Ln  diagonale  97-105,  indéfiniment  prolongée  dans  ce  sens, 
ne  contient,  à  partir  de  ro5,  aucun  nombre  premier. 

Ces  nombres  sont  compris  dans  la  formule  : 

ifiu"  +  8Sh  +  io5  =  ('|;i  +  7)  (\n  +  i5). 

G"  La  diagonale  i37-(k),  i?idéfiniment  prolongée  dans  ce  sens, 
ne  contient,  ù  partir  de  65,  aucun  nombre  premier. 

Les  nombres  de  cette  diagonale  sont  de  la  forme  : 

i6n"^  +  "/m  +  fx.  =  i\n  +  5)  (',n  -|-  i3), 

7*  L'oblirpcc  i-85,  indéfiniment  prolongée  dans  ce  sens,  ne 
contient  aucu)i  )Winbre premier. 

Les  nombres  de  celte  obli([uo  sont  de  la  forme  : 

C>\n^  +  2on  +  I  =  (.'|H  +  i)  (iGh  +  i). 
On  peut  multiplier  indéfiniment  les  propositions  de  ce  genre. 
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465.  —  On  construit  le  tableau  : 


G- 

G3 

k> 

55 

5i 

71 

ifi 

i.") 

1 1 

'17 

70 

23 

3 

7 

43 

79 

■-^7 

3i 

35 

■>9 

83 

87 

91 

9:'' 

99 

qii'on  prolonge    indèp,niment ;   il  est   analogue  au  précédent, 
mais  tous  les  nombres  sont  augmentés  de  deux  ic/iités. 

1°  La  diagonale  'S-'io,  prolongée  indéfiniment  dans  ce  sens,  ne 
cojitient  (sauf  3)  aiicnn  nombre  premier. 

Ces  nombres  sont  de  la  l'orme  : 

{'^H  +  i)  (4n  +  3). 

2°  Za  diagonale  i5-6'i,  2^''olongée  indéfiniment  dans  ce  sens, 
ne  contient  aucun  nombre  premier. 

Ces  nombres  sont  de  la  forme  : 

(4n  +  3)  (4n  +  5). 

On  peut  multiplier  indéfiniment  ces  propositions  négatives. 

En  disposant  de  la  même  manière  les  termes  d'une  progression  arithmé- 
tique quelconque,  on  peut  former  une  infinité  de  tableaux  analogues  aux 
précédents,  et  multiplier  les  l'emarques  analogues.  Ces  tableaux  ne  révèlent 
rien  quant  à  la  distribution  ou  loi  des  nombres  premiers. 

466.  —  Autour  d'un  'point  P,  pris  dans  le  plan  d'une  ci^^con- 
féreiice  de  centre  0,  tournent  deux  sécantes  dont  fa?igle  7  este 
constant.  La  droite  qui  joint  les  milieux  des  portio^is  de  sécantes 
comprises  à  l'intérieu)-  du  cercle  eiiveloppe  une  circonférence 
dont  le  centre  est  le  milieu  de  OP. 

Démonstration  géométrique  élémentaire. 

467.  —  On  considère  un  faisceau  de  trois  droites  :  OA,OB,OC, 
faisajit  entre  elles  des  angles  de  120°  ;  par  un  point  quelconque 
M  de  leur  plan,  on  mène  trois  droites  parallèles  aux  premières 
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et  les  renconlrant  en  k^,  A,,  H,,  lî^,  Cj,  C,.   Ces  points  sont  les 
sommets  de  deux  triangles  êquilatéraux  égaux  entre  eux,  leur 
côté  est  égal  à  DM.  Ces  deux  trianrjlcs  sont  symétriques  2^ur 
rapport  au  milieu  de  OM. 
Dôiiionstration  j^éométi'ique  élémentaire. 

468.  —  On  prolonge  dans  un  même  sens  de  rotation,  et  d'une 
longueur  égale  à  eux-^nêmes,  les  côtés  d\m  carré,  les  extrémités 
de  ces  lignes  sont  les  sommets  cVun  nouveau  carré  sur  lequel  on 
agit  comme  siir  le  précédent,  et  ainsi  de  suite.  Démontrer  qu'au- 
cun des  carrés  successifs  ainsi  obtenus  n'a  ses  cotes  parallèles  à 
ceux  du  carré  primitif . 

Le  rapport  des  angles  des  cotés  avec  une  difection   fixe   est  incommen- 
surable. 

469.  —  a  e^  b  étant  des  angles  quelconques,  vérifier  la  for- 
mule : 

2(1  —  tg  a  tg  b)'        ,      ■>      ,         2i  ,  ,  .         .     ,  ^ 

-i -S: :: =  (sec  a  +  sec  b)  (i  —  tg  a  tg  b) 

ces  (a  +  b) 

+  (tg  a  4-  tg  b)  (tg  a  sec'b  +  tg  b  sec^a). 


470.  —  AjEjC,  est  le  triangle  podaire  d\m  point  M(Xpy,,Zj) 
du  plan  du  triangle  ABC.  On  mène  j^ar  A,  B,  C,  des  parallèles 
respectives  à  B,C,,  Afi^,  B,A,  ;  ces  parallèles  déterminent  u)i 
second  triangle  A'B'C.  On  demande  les  coordonnées  normales 
du  jioint  P,  centre  d'houiolhétie  de  A,B,C,  et  A'B'C. 

On  trouve  : 

X  y 

0''.^i  +  2/1  co'  C)  (a'i  +  2y  cos  B)  "~  *(î/i  +  Xy  008  C)  (y,  +  z^  cos  A) 


c{z\  +  Xx  cos  B)  (^1  +  2/i  cos  A)' 

Si  M  est  0,  P  est  G. 

Si  M  est  I,  P  est  le  point  : 

a  b  c 

Si  M  est  H,  P  le  point  : 

_x j/_  z_ 

a  tg  \~  b  tg  B~~  c  tg  C 

Si  M  est  K,  P  est  le  point  (coordonnées  barycentriques) 

a P Y 
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471.  —  Lie^l  des  perpendiculaires  abaissées  d'tm point  quel- 
conque  M  d^iine  droite  passant  par  le  centre  dhine  ellipse  sur  la 
polaire  de  M. 

Le  lieu  est  une  hyperbole  équilatère   de   même   centre   que   l'ellipse   et 
dont  une  asymptote  est  le  diamètre  conjugué  à  OM. 
Théorème  analogue  pour  l'hyperbole. 

472.  — X  et  y  étant  des  entiers  premiers  entre  eux;  les 
■nombres  de  la  forme  :  x"  ±  2y^,  n'admettent  aucun  des  facteurs 
premiers  :  7,  i3,  19,  3-,  61. 

473.  —  X,  y,  z,  étant  des  entiers  premiers  :  1°  arec  i3  ;  2°  avec 
7  ;  les  nombres  de  la  forme  :  x^  ±  y^  ±  t?  ne  sont  pas  divisibles  : 
1"  par  i3;  2° par  7. 

474.  —  X  et  y  élatit  premiers  entre  eux,  les  nombres  de  la 
forme  :  x^  ±  2y'*  n  admettent  pas  le  facteur  premier  11. 

475.  —  A,  B,  G,  étant  les  angles  d'un  triangle,  6  V angle  de 
Brocard  de  ce  triangle  ;  vérifier  V identité  : 

5(cotg20  —  i)2  cotg^A  —  4  colg  6^  colg'^A  =  colg''6  —  5  cotg^ô 
-\-  10  cotg-'O  —  10. 

476.  _  M  étant  U7i  point  d'une  lujperbole  équilatère  de  centre 
0,  N  le  point  ou  la  normale  en  M  rencontre  taxe  non  trans- 
verse; démontrer  que  l'on  a  :  OM  =  MX. 

477.  —  0  étant  le  point  de  rebroussemenl  d'une  cnrdioïde, 
M  un  2}oint  quelconque  de  la  courbe,  N,  le  point  où  la  normale 
en  M  rencontre  l'axe;  démontrer  que  Von  a  :  OM  =  ON. 

478.  —  L'équation  :  x^  —  px  -t-  q  =  o  ayant  ses  racines  en- 
tières  et  positives  :  1°  l  expression  :  ^— ' —  q  est  la  somme 

de  deux  triangulaires:  2°  l'expression  :  |  (p  +  q  +  1)  es/  en- 
tière et  est  le  produit  de  deux  triangulaires. 

479.  —  L'équation  : 

x-^  —  A,x°-'  -4-  AoX"--  —  AaX"-^*  4-  ...  d=  An  =  0. 
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ayant  toutes  ses  racines  entières  et  positives,  démontrer  que  : 

jo  '_i\ — 1 1  —  ^^  ggf  i^  somme  de  n  triangulaires. 

2°  V expression  : 

^"(i+A, -4-A,  + 4-A„), 

est  entière  et  produit  de  n  triamjulaires. 
Ce  qui  génpralise  la  proposition  478. 

480.  —  On  considère  la  suite  : 

Uo  =    I,  "l    =  X U„  =  XUu_i    4-   u^.,. 

Démontrer  que  x"  est  une  fonction  linéaire  de  Uq,  u^,  ii^...  m„,  et  que, 
par  suite,  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  n  est  une  fonction  linéaire 
entière  de  ;  Uq,  Uj,  t*, m„. 

'Pour  le  développement  de  «„  et  l'équation  différentielle  à  laquelle 
cette  quantité  satisfait,  voir  :  /.  E.  1895,  pages  109  et  129,  Ex.  386  et  387). 

On  trouve  : 

X  =  «i 

a 

ce    ^  U-,  —  l«o 

x'    =   «3  —  2Ui 

X     =  M;   —  3(/2    +    2"() 

x"   r=   U-;   —  /1M3    -f    T"! 

6  r  , 

X     =   Uc,   —  -iU;    -f-   gU2  —  OUq 

x'   =   U-j  —  6M5    -j-    l4"3  —    I-1«l 

X^  =   Mg    —  7M6   +   20î<4   —  28M.2    +    i4Mo 


On  peut  remarquer  que  dans  le  développement  de  x"  par  rapport  aux 
indices  décroissants  de  it,  les  signes  sont  alternativement  positifs  et  n> - 
gatifs,  que  le  dernier  terme  de  x^"  a  le  même  coefficient,  en  valeur  abso- 
lue, que  le  dernier  terme  de  x'^"~^  ;  que  les  développements  de  x'"  et  de 
,.2n+  i  Qnl  le  même  nombre  de  termes;  le  développement  de  x""  ne  com- 
prend que  des  u  d'indice  pair;  celui  de  Jt;^"'''  '  que  des  ti  d'indice  impair. 
Si  l'on  dispose  les  coefficients,  abstraction  faite  de  leur  si^ne,  en  un  ta- 
bleau analogue  au  triangle  arithmétique,  le  coefficient  de  tt  ,  dans  le 
développement  de  x"  est  égal  au  coefficient  de  u  ^_  dans  x"~\  augmenté 
du  coefficient  de  «„  _j. ,  dans  le  même  développement  de  .v  _  ;  on  peut 
donc   prolonger  aisément  le  tableau  précédent.  On  trouve  d'ailleurs  pour 
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le  développement  de  x"  la  formule  : 

n(n— i)(n  — 2)  /  -  _  n(n- 1)  (n-a)  ()i  — 3j  ,  , 

+  — r:^3.4      ^'    '^"«-8  1.2.3.4.5 ('^-9j"-„_jy+ 

dont  la  loi  est  manifeste. 

481.  —  Si  N  65^  entier  termi)iê pav  6  ou  8,  le  chiffre  des  cen- 
tahies  de  W  est  impai)'. 

Si  N  est  terminé  par  V unité,  le  chiffre  des  mille  de  N"  est  le 
même  que  celui  qui  termine  le  carré  du  chiffre  des  dizaines 
de 'S. 

Si  N  est  terminé  par  9,  le  chiffre  des  mille  de  N-'  nest  ni  2, 
ni  3,  ni  7,  ni  8. 

Si  N  est  terminé  par  2  ou  4,  le  chiffre  des  centaines  de  N-^  est 
pair. 

Deux  nombres  N  et  N'  e'/an/  terminés  par  1,  3,  7  02^  9,  et  tels 
c/ue  le  chiffre  de  leurs  dizaines  soit  2K  pour  Vun  et  2K  +  1  pour 
Vautre  ;  le  chiffre  des  cejitaines  de  N'  est  de  N''  est  le  même. 

482.  —  La  somjne  des  carrés  des  n  preiyiiers  nombres,  et  la 
somme  des  n  premiers  triangulaires  ne  sont  jamais  terminées 
par  nn  des  chiffres  :  2,  3,  7  ou  8. 

483.  —  Vérifier  l'identité  : 

4°+'  1  1  4  4° 


,2r,u+  1 


sin*=2"~f'a        sin-a       cos-a        cos-2a  cos^2"a 

484.  —  Vérifier  l'identité  : 

cotg  a       8°  +  'cotg  2"  "^  *a 

sin^a  sin^2°+'a       ' 

=  tg  a  sec^a  -4-  8  tg  2a  sec-2a  -i-  ...  -h  8°tg  s^a  sec-2°a. 

485.  — A,  B,  C,  étant  les  angles  d'un  triangle,  on  a  les  iden- 
tités 

10  3  +  y  !gJ4f  c  _  y  _L.^  +  3  y  tg  A  tg  B, 

^        COS-A  jL4  COS'A  ^mi     ^  o        ' 

2''4(Vcotg  A)(2cotg-A)  —  3  2cotg^\=3/2colgAy— 6, 
3»3(2<gA)(2:'g-^)--^2*ë^^*-^=(2^ê-^^)^-^itoA- 
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486.  —  A,  B,  C,  étant  les  angles  cVun   triangle,  résoudre 
Véquation  : 

x-+-cotgA~^x-hcolg  B      x-i-colgc      cotg  A.  colgB.  cotgc — x' 

487.  —  Résoudre  Véquation  : 

(x  —  a)  (x  —  b)  (x  —  c)  (x  —  d)  (x  —  e) 

=  (x  -h  a)  (x  H-  b)  (x  -f-  c)  (x  -\-  à)  (x  -h  e). 

488.  —  Résoudre  Véquation  : 

4  sin^  -  (cos  X  -t-  2  cos  2X  -t-  3  cos  3x  -+-  4  cos  4x)  =  5  cos  4x. 

489.  —  Résoudre  Véquation  : 

X      . 

4  sin-  -  (sin  X  -i-  2  SI  II  2X  -i-  3  sin  3x  -\-  4  sin  4x)  =  5  sin  4^'. 

490.  —  Résoudre  Véquation  : 

a(x2-i-  i)'^  +  bx(x-H-  i)^-|-cx2(x^  4-  i)-  4-  bx'(x'  -i-  i) -ha\*=  o. 

491.  —  Résoudre  Véquation  : 

(x  H-  a  -t-  b)^  =  (a  -h  b  —  x)^  -+-  (x  -+-  a  —  b)^  -+-  (x  -f-  b  —  a)'. 

492.  —  Résoudre  Véquation  : 

(x  -+-  a  4-  b)"  =  (a  -+-  b  —  x)"  H-  (x  -i-  a  —  b)"  -+-  (x  h-  b  —  a)". 

493.  —  Résoudre  Véquation  : 

(b  4-  c  —  a  H-  x)«  -H  (c  +  a  —  b  H-  x)«  +  (a  H-  b  —  c  -h  x)« 

-+-  (a  H-  b  4-  c  —  x)«  =  (a  4-  b  4-  c  -f-  x)«  4-  (a  -+-  b  —  c  —  x)« 

4-  (b  4-  c  —  a  —  x)«  4-  (ca  4-  c  —  b  —  x)«. 

494.  —  Résoudre  Véquation  : 

(b  4-  c  —  a  4-  x)*  4-  (c  4-  a  —  b  4-  x)*  4-  (a  4-  b  —  c  4-  x)* 

4-  (a  4-  b  +  c  —  x)*  =  (a  4-  b  4-  c  4-  x)«  4-  (a  +  b  —  c  —  x)8 

4-  (b  4-  c  —  a  —  x)^  4-  (a  4-  c  —  b  —  xf. 

495.  —  Résoudre  Véquation  : 

(a_4-  2b)  (2a  4-  b)        3(3a  4-  2b)  (2a  4- 3b) 
X  4-  a  4-  b  X  —  a  —  b 

4-  (2b  —  a)  (3b  —  2a)  (3b  —  a)  _  (3a  — 2b)(2a  —  b)(.3a  — b)  _ 

(a  _  b)  (x  4-  a  —  I.)  (a  —  b)  (x  —  a  4-  b)    '  ~  °' 


206  JOURNAL    DE    MATHEMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 

496.  —  Eliminer  ["angle  a  enlre  les  équations  : 

X  sin  a  +  y  cos  a  =  a  tg  a. 
a 

X  cos  a  —  y  sin  a  =  :,-. 

•'  cos'^a 

497.  —  Vraie  valeur,  pour  b  tendant  vers  a,  des  expres- 
sions : 

.        sin'^a  —  sin™b 


cos°a  —  cos°b  ' 
sin'"a  —  sin'"b 
"  tg°a  — Igi^b"  ' 
(oma  _  tg^b 


30  Q  ■ 

colg^a  —  cotg°b* 

498.  —  A,  B,  C  éta7it  les  angles  d\in  triangle,  résoudre  les 
équations  : 

1°  sin  A  sin  (A  —  x)  +  sin  B  sin(B-^  x)  h-  sin  Csin  (C  —  x)  =  o 
2°  sin  A  sin  (B  +  x)  sin  (C  +  x)  +  sin  B  sin  (A  -+-  x)  sin  (G  -+-  x) 

-+-  sin  C  sin  (A  +  x)  sin  (B  +  x)  =  0, 
3°       tg  (A  4-  x)  Ig  (B  +  x)  +  tg  (C  -H  x)  fg  (A  +  x) 
-^tg(B  +  x)tg(G  +  x)=l. 

499.  —  Résoudre  l'équation  : 

(x  _  a)  (x  -  b)  (x  -  c)  (x  -  d)  (x  -  e)  (x  -  1) 
=  (x  -h  a)  (x  +  b)  (x  4-  c)  (x  +  d)  (x  +  e)  (x  +  f). 

500.  —  Résoudre  V équation  : 


—  1 
a 
b 

X 


501.  —  Résoudre  l'équa 


0 

1      — 

1 

1 


b 

1 

1 

X 

1 

1 

1 

0, 


ion 


1 
a 
a      —  1 
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502.  —  Résoudre  Vêqualion  : 

x*(a  —  1))  -+-  .x(l)*  —  a*)  -I-  aM)  —  b^a  =  o. 

503.  —  Résoudre  l'équation  : 

1  76  534  1084  649 


X  —  a        X  —  2a       X  —  3a       x  —  ^à.       x  —  5a 


0. 


EXERCICES 

Par  M.  Bernes. 

(Suite,  V.  1897;  P-  ^^'^)' 


XXXI.  —  On  considère  un  triangle  ABC  et  le  cercle  circonscrit. 
Une  sécante  menée  par  A  coupe  BC  en  D  et  le  cercle  en  E  ;  les  po- 
laires de  E  relativement  aux  cercles  A(c),  A{b)  rencontrent  celte 
sécante  en  e,  t'.  Démontrer  que  D  divise  BC  et  zi'  suivant  un  même 

rapport.  Si désigne  ce  rapport,  en  conclure  la  relation 

vib-  H-  ne-  =  (m  -H  n)AD.AE. 

XXXII.  —  Si  deux  points  D,  D'  se  déplacent  sur  BC  sous  la  con- 
dition de  rester  symétriques  l'un  de  l'autre  relativement  à  un  point 
fixe  I  de  BC,  la  somme  AD.AE  -h  AD'.AE'  reste  constante  et  réci- 
proquement (E,  E'  étant  les  rencontres  de  AD,  AD'  avec  la  circon- 
férence ABC).  Quel  doit  être  le  point  fixe  I  pour  que  cette  somme 
soit  nulle? 

XXXIII.  —  Si  T  est  la  rencontre  de  BC  et  de  la  tangente  en  A  au 
cercle  ABC,  et  que  les  points  D,  D'  variables  sur  BC  soient  con- 
jugués harmoniques  l'un  de  l'autre  relativement  h  ï  et  à  un  point 

fixe  I  de  BC,  la  somme  .  ,.   .  ,v  -h  . ,.,  . ..,  est  constante  et  réci- 
AD.AL       AD  .AE 

pro((uemeiit. 

XXXIV.  —  Si  la  condition  à  laquelle  011  assujettit  D,  D'  est  que 
TD.TD'soit  constant,  le  produit  (AD.AE)  (AD'.AE)  est  aussi  cons- 
tant, et  réci[)r()(iucuient.  (Juc  sont  AD  et  AD'  dans  le  cas  où  la 
valeur  constante  du  jjroduit  est  égal  à  ^-c^?  —  Montrer  que  sup- 
poser constant  le  produit  TD.TD'  revient  à  sui)poser  constante 
l'aire  du  triangle  AD,1)',  où  D,  est  symétrique  de  I)  rclativcinciil 
à  la  bissectrice  de  l'uu^ile  A. 
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XXXV.  —  Etant  donné  un  triangle  ABC  et  sur  BC  un  point 
variable  D.  i°  Trouver  le  lieu  de  la  rencontre  du  cercle  qui  passe 
par  B  et  D,  tangent  à  BA  ;  et  du  cercle  qui  passe  par  G  et  D,  tan- 
gent à  CA.  2°  Si  ces  deux  cercles  coupent  AD  en  a,  a',  démontrer 
que  le  point  E  où  AD  rencontre  la  circonférence  ABC  divise  aa' 
dans  le  rapport  suivant  lequel  D  divise  BG.  3"  Montrer  que  les 
circonférences  ABa,  AGa'  sont  tangentes, 

XXXVI.  —  AD, AD'  sont  deux  droites  isogonales  dans  le  triangle 
ABG';  les  deux  circonférences  qui  passent  par  D  et  A  et  sont  tan- 
gentes l'une  à  AB  l'autre  à  AG  coupent  BG  en  p,  y,  et  les  circon- 
férences analogues  relatives  à  D'  coupent  BG  en  p',  •/.  i°  Démontrer 
que  les  distances  PY'  Pï'  ^o"^  égales  et  de  même    sens   :   leur 

(')fi    I    ^îV'AD"  .  7)1 

expression  commune  est ,  en  désignant  par  —  —  le 

rapport  ô.  'vaut  lequel  D  divise  BG.  .2°  Si  à  D,  D'  on  substitue 
leurs  conj.  nés  harmoniques  relativement  à  BC,  les  distances 
PJ3',  yy'  conservent  la  même  valeur^  mais  changent  de  sens.  Cas 
particulier  oii  D  est  le  milieu  de  BC. 

XXXVII.  —  Etant  donné  un  cercle  co,  d'un  point  fixe  A  de  ce 
cercle  comme  centre  on  décrit  un  cercle  de  rayon  p  variable  qui 
coupe  le  premier  en  B  et  de  B  comme  centre  avec  le  même  rayon 
un  cercle  qui  coupe  le  cercle  A  en  M,  M'.  1°  Lieu  de  M  et  M'  lorsque 
p  varie.  2°  Si  B'  est  la  seconde  rencontre  des  cercles  to  et  A  et  que 
C  et  G'  soient  les  points  où  B'M,  B'M'  coupent  la  circonférence  w, 
les  distances  MG,  M'G'  sont  invariables. 

XXXVIII.  —  Un  triangle  ABG  est  inscrit  dans  un  cercle  0.  Par 
B  et  C  on  trace  deux  cordes  quelconques  BBi,  CCj  qui  coupent 
AC,  AB  en  p,  y-  Lieu  de  la  rencontre  des  droites  BjCj,  py-  J^lénie 
question  en  substituant  au  cercle  une  conique. 

XXXIX.  —  Etant  donné  un  triangle  ABG,  par  A  et  B  on  trace 
un  cercle  quelconque  qui  coupe  AG  en  [3,  BG  en  m  ;  par  A  et  G  on 
trace  un  autre  cercle  quelconque  qui  coupe  AB  en  y  et  BC  en  n. 
Lieu  de  la  rencontre  des  cercles  Aj3y,  kmn. 

XL.  —  Par  le  sommet  A  du  triangle  ABG  on  trace  une  sécante 
quelconque  coupant  BG  en  a  et  le  cercle  ABG  en  a'  ;  par  A  et  B  on 
fait  passer  un  cercle  quelconque  qui  coupe  BG  en  p  et  AG  en  p'. 
Lieu  de  la  rencontre  des  cercles  Aa^,  Aa'p'. 
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XLI. —  On  considère  un  triangle  ABC  et  le  cercle  inscrit  0.  Deux 
sécantes  quelconques  menées  par  B  et  C  se  coupent  en  a  et  ren- 
contrent AC,  AB  en  M,  N;  les  tangentes  au  cercle  menées  par  M 
N  se  coupent  en  p.  Démontrer  que  la  droite  a3  passe  par  un  point 
fixe. 

XLII.  —  Par  les  sommets  A  et  B  d'un  triangle  ABC  on  fait 
passer  un  cercle  quelconque  qui  coupe  BC  en  m,  et  par  A  ot  C  un 
cercle  qui  coupe  BC  en  n.  La  droite  \)n  coupe  le  second  cercle  en 
p,  et  la  droite  A;i  coupe  la  première  en  q.  Démontrer  que  le  cercle 
Apq  passe  par  un  point  fixe. 

XLIII.  —  Sur  le  côté  BC  d'un  triangle  ABC  on  construit  un 
triangle  isoscèle  LBC  ;  et  on  trace  par  A  etB  un  cercle  o>  taasent 
à  BL,  par  A  et  C  un  cercle  w'  tangent  à  CL.  i°  Lieu  de  la  rencontre 
de  ces  cercles,  lorsque  L  se  déplace.  2°  Si  T  est  la  rencontre  des  tan- 
gentes au  cercle  ABC  en  B  et  C,  et  que  par  Aon  trace  d"  ...^'droites 
coupant  oi  en  P,  w'  en  P',  et  dont  l'angle  (AP,  AP'^  .isl  égal  à 
l'angle  (BT,  BL)  et  de  même  sens,  démontrer  que  la  droite  PP' 
passe  par  un  point  fixe.  3"  Si  celte  droite  coupe  de  nouveau  t»  en 
Q,  oj'  en  Q'  faire  voir  que  les  cercles  APQ',  AQP'  sont  tangents  au 
cercle  ABC. 

XLIV.  —  On  joint  les  sommets  B,C  d'un  triangle  ABC  aux  deux 
extrémités  M,  N  d'un  diamètre  du  cercle  ABC  La  perpendiculaire 
en  A  à  AC  est  coupée  en  {i,  v  par  CM,  CX;  et  la  perpendiculaire  en 
A  h  AB  est  coupée  en  </,  v'  parBM,  BX.  Démontrer  que  les  droites 
jjlîjl',  vv'  sont  perpendiculaires  à  BC,  que  m,  7i  étant  les  rencontres 
de  ces  droites  avec  BC,  An  et  AM  sont  deux  droites  isogonales,  et 
de  même  A??i  et  AN.  De  plus,  les  distances  Am,  An  sont  proj)or- 
tionnelles   à   AM.   AN  ;    et   les   dislances    (jlv,    -/v'  sont  dans  le 

rapport  -  . 

XL"V.  —  (Jn  considère  un  triangle  ABC  et  l'un  des  cercles  I 
tangents  aux  trois  cotés.  Trois  droites  concourantes  étant  tracées 
par  A,  B,  C  qui  coupent  les  côlés  opposés  en  A,,  B,,  C^,  et  les 
tangentes  au  cercle  I  menées  par  Ai,  B,,  C,  se  coupant  en  x^  p,  y 
(dans  l'ordre  habituel),  démontrer  (|ue  Aa,  Hî'i,  (]•(  rencontrant 
BC,  C.\,  AB  en  trois  points  en  ligne  ilroile. 
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(yi-i^.-^-i-^'iUÙ 


2J',//,Cj.r,y,^,^,»/3  3', 


XLVI.  —  Ou  considère  deux  triangles  ABC,  AjBjC,  dont  les 
côtés  homologues  BC  et  BjCj,  CA  et  GjAj,  AB  et  AjBj  se  coupent 
en  D,  E,  F,  et  le  triangle  ay^  qui  a  pour  sommets  les  intersections 
de  BCj  et  CBj,  CAi  et  AC^,  AB,  et  BA,. 

i"  Faire  voir  que  si  les  trois  droites  A,D,BiE,  CjF  concourent, 
les  trois  conjuguées  harmoniques  de  Aa,  Bp,  Cy  relativement  aux 
angles  A,  B,  C  concourent  aussi  au  même  point  que  les  premières 
et  réciproquement.  2°  La  condition  de  ce  concours  est  que  les  trois 
points  où  AAj,  BB,,  CCj  rencontrent  BC,  GA,  AB  soient  en  ligne 
droite. 

XL VII.  —  D,  E,  F  étant  définis  comme  dans  la  question  pré- 
cédente et  les  coordonnées  normales  de  Aj,  B,,  Ci,  relativement  au 
triangle  ABC  pris  pour  triangle  de  référence,  étant  (x^,  y^,  z^), 
{^■21  Vil  -*))'  {■^'f  Vi-i  ^.!')  montrer  que  la  condition  pour  que  les 
trois  droites  AD,  BE,  CF  concourent,  peut  prendre  la  forme 

1    1    i 

I     1    1 

œ\  y,  z'., 

1    1    1 

^3  2/3  ^3 

En  conclure  que  si  AA,,  BBi,  CCi  coupent  BC,  CA,  AB  en  trois 
points  en  ligne  droite,  la  condition  de  concours  de  AD,  BE,  CF 
est  que  les  deux  triangles  ABC,  AjBjC,  soient  inscrits  dans  une 
même  conique  ;  et  réciproquement  si  l'on  suppose  les  deux  triangles 
inscrits  dans  une  même  conique,  la  condition  de  concours  de  AD, 
BE,  CF  est  que  AAi,  BB,,  CC,  coupent  BC,  CA,  AB  en  trois  points 
en  ligne  droite. 

XLVIII.  —  Si  deux  triangles  ABC,  AjBjC;  sont  tels  que  les 
droites  qui  joignent  les  sommets  homologues  AAi,  BB,,  CC,  cou- 
pent les  côtés  opposés  du  premier  en  trois  points  en  ligne  droite  et 
les  côtés  opposés  du  second  aussi  en  trois  points  en  ligne  droite, 
les  six  sommets  A,  B,  C,  AjBjCi  sont  situés  sur  une  même  co- 
nique; et  réciproquement  si  ces  six  sommets  sont  sur  une  même 
conique  et  qu'en  même  temps  les  trois  points  de  rencontre  avec  les 
côtés  opposés  de  l'un  des  triangles  soient  en  ligne  droite,  les  trois 
points  de  rencontre  de  ces  droites  avec  les  côtés  opposés  de  l'autre 
sont  aussi  en  ligne  droite. 


•Vo  y.,  z ., 
x^ij^  z, 


JOUHNAL    DK    MATHÉMATIQUES    ÉLKMENTAIHES  211 

XLIX.  —  Si  dans  la  (|iieslion  j)récédeiile,  le  triangle  ABC  elant 
pris  pour  triangle  de  référence,  Ix  -v-  viy  h-  nz-  =  o  est  l'équation 
de  la  droite  déterminée  par  les  rencontres  de  AAj,  BBj,  CCi  avec 

BC,  CA,  AB,  -  -1 h  —  ^=  «»  l'équation  de  lu  conique  que  l'on 

co       y        ^ 

suppose  passer  par  les  six  sonvmets.  i"  Montrer  que  la  droite  dé- 
terminée par  les  rencontres  AAj,  BB,,  CC,  avecBjCj,  CjAi,  AjB,, 
a  pour  équation  Ll'-.v  -+-  yh/f-ij  -+-  Nn'-z  =  o.  '2°  Les  côtés  homo- 
logues de  ABC,  AjBiCj  se  coupant  en  D,  E,  F,  les  droites  AD,  BE, 

Ohconcourent  en  un  point  situe  sur  la  coniriue  -  H i =0 

'  ^         .£  1/  Z 

et  sur  la  conique  -, 1 \-  ■ —  =  0.  Et  les  droites  A,  D,  B,  E, 

^      Ix       rnij       )iz.  y     >     f 

PC  ,  •'.•..,  .        E       .M       N 

C,  t  concourent  en  un  point  situe  sur  la  conique  — 1 h  -  =  o 

'  ^      X        y        z 

et  sur  la  conique 1 h =  0. 

.        "\       y       "" 

L.  —  Si  deux  triangles  ABC,  AjBjCj  sont  circonscrits  à  une 
même  conique  et  que  D,  E,  F  étant  les  points  de  rencontre  des 
côtés  homologues  BC  et  BjCj,  CA  et  CjAj,  AB  et  AiB,,  les  trois 
droites  AD,  BE,  CF  soient  concourantes.  1°  Il  en  est  de  même  des 
droites  A,  D,  B,  E,  C,  F.  2°  Les  points  où  AA,,  BBi,  CCj  rencon- 
trent BC,  CA,  AB  sont  en  ligne  droite,  et  aussi  les  points  où  ces 
lignes  rencontrent  BjCj,  CjAi,  AjB,. 

3°  Les  six  sommets  A,  B,  G,  Ai,  Bi,  Ci  sont  situés  sur  une  même 
conique, 

4°  Si  ABC  étant  pris  pour  triangle  de  référence  (><;,,  //,,  j,)  est 

1  1 

le   point   de   concours   de   \\),    BE,    CF   et   (L'^)-  -t-   (M?/)'  -l- 
1 

(X^-j^^o,  l'éfiuation  de  la  coni(|ue  tangente  aux  six  côtés,  le 
point  de  concours  de  A,  D,  B,  K,  C,  F  est  (Li-,-,  M^,\  ^'-i'); 
les  rencontres  de  AAi,  BB,,  CCi,  avec  BC,  CA,  AB  sont  sur  la 

droite  'V'  — ttî cj — v  =  0,  et  leursreiKontresavccBiC,,CiA|, 

A.B,  sur  la  droite    >    ., — -  "''    ,.      =  o  ;  enfin  la  conique  circons- 
^  M//1  —  Ny, 

,        ,  •       ,                  '        i-      V^  La7,-(Mv,  —  i\.r,) 
ente  aux  deux  triangles  a  pour  équation    >   ~^    , t:=o. 
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EXERCICES 


34.  —  On  a  wi point  fixe  sur  chacun  des  côtés  d'un  angle 
donné  A.  On  place  A  dans  une  position  arbitraire  en  faisant 
toujours  jiasser  ses  côtés  par  les  points  qu'ils  contiennent.  La 
droite,  qui  réunit  les  points  de  rencontre  des  côtés  de  ces  deux 
angles,  passe  par  nn  même  point  quelle  que  soit  la  positio7i 
donnée  à  A.  (M). 

35.  —  Un  triangle  est  jxirtagé  en  deux  parties  équivalentes 
par  les  droites  qui  vont  du  centre  du  cercle  circonscrit  aux  ex- 
trémités d'une  hauteur.  (M). 

36.  —  On  donne  un  tétraèdre  abcd  tel  que  les  perpefîdicu- 
laires  abaissées  de  a  et  de  h  sur  cd  se  rencontrent  en  g  sur  cette 
arête.  Démo?itrer  que  les  plans  qui  passent  par  le  centre  de  la 
sphère  circonscrite  au.  tétraèdre  et  respectivement  par  les  droites 
al),  ag,  \)s,  partagent  le  tétraèdre  en  deux  parties  équivalentes. 
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Géométrie    dirigée   par  G.   Fontené.   Agrégé  de   l'Universitc,    professeur   au 

Collège  Rolliii. 

Je  m'étais  promis  de  rendre  compte,  avec  quelques  détails,  de  ce  livre 
qui,  dans  les  quelques  pages  qui  le  composent,  renferme  tant  de  choses 
utiles.  Mais  le  temps  me  fait  défaut  en  ce  moment  pour  faire  cette  ana- 
lyse avec  le  soin  qu'elle  mérite  et,  avec  ce  numéro,  cesse  ma  collaboration 
au  Journal.  J'adresse  ici,  à  ce  propos,  à  tous  ceux  qui  m'ont  soutenu  dans 
la  tâche  que  je  n'abandonne  pas  sans  un  très  A-if  chagrin,  l'expression  de 
mon  affectueuse  reconnaissance. 

Je  me  borne  donc  à  dire  que  l'ouvrage  de  M.  Fontené,  bien  ordonné,  claire- 
ment rédigé,  résume,  d'une  façon  qui  me  paraii  prupre  à  éclairer  les  esprits 
les  plus  rebelles,  les  principes,  aujourd'hui  classiques,  relatifs  à  l'orien- 
tation des  figures.  On  ne  peut  faire  une  certaine  Géométrie,  si  les  élé- 
ments qui  composent  la  figure  considérée  :  les  droites,  les  circonférences,  les 
plans,  ne  sont  pas  orientés.  Tout  le  monde  en  tombe  d'accord,  et  l'on 
sait  qu'il  faut  donner,  pour  qu'une  figure  de  géométrie  soit  Ijieu  définie, 
en  même  temps  que  ses  éléments  géométriques,  l'orientation  qu'ils  doivent 
avoir. 

On  écrit  AB  pour  exprimer  que  le  segment  AB  est  orienté  de  A  vers  B, 
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c'c?l-?i  (lire  pour  exprimer  (iiic  les  segments  considérés,  sur  la  droite  iinlr- 
finie  (jui  passe  par  les  deux  points  A,  B,  sont  comptés  comme  positifs  quand 
ils  sont  parcourus  dans  le  sens  du  mobile  partant  de  A  pour  aller  en  15. 
Celle  notation  est  lourde  et  elle  me  parait  inutile.  Comme  je  l'ai  dit  à 
JI.  Fontcné,  et  il  partage  je  crois  cette  opinion,  en  écrivant  AB,  sans  autre 
signe,  on  peut  convenir,  une  fois  pour  toutes,  que  cela  veut  dire  chemin 
parcouru  sur  la  droite  orientée  par  le  mobile  allant  de  A  vers  B.  Bu 
moment  que  la  droite  est  orientée,  U  y  a  superfétalion  à  écrire  ÂB  ;  mais  il 
faut  que  la  convention  soit  formelle  et  qu'on  inculque  aux  élèves  la  diffé- 
rence essentielle  qu'il  convieut  de  faire  entre  les  deux  écritures  AB,  BA. 

U.  L. 

BACCALAURÉAT 

DE    l'enseignement    SECONDAIRE    MODERNE 

(LETTEES-SCl  EXCES) 


Académie  de   Paris. 

(Session  de  juillet  1897). 

Problème  obligatoire.  —  On  donne  un  cône  circulaire  droit,  dont  la  Lase 
a  pour  rayon  R  et  dont  la  hauteur  est  h.  On  propose  de  coujjer  ce  cône 
par  un  plan  de  façon  que  la  section  soit  parabolique,  et  de  déterminer  lo 
point  du  diamèlre  de  base  perpendiculaire  à  la  trace  du  plau  sécant  par 
lequel  il  faut  conduire  ce  plan  sécant  pour  que  la  seclion  ait  une  surface 
maxima.  Faire  ensuite  à  main  levée  l'épure  de  la  seclion  en  plaçant  la  base 
du  cône  sur  le  plan  horizontal  de  projection  et  en  inclinant  la  trace  horizon- 
tale du  plan  sécant  de  /c^"  sur  la  ligue  de  terre. 

Questions  à  choisir.  —  i"  Inégalité  des  jours  et  des  nuits. 

2"  Lois  de  Kepler,  —  Principaux  astronomes  avec  leurs  découvertes. 

3°  Mesure  du  temps.  —  Jour  solaire  vrai  ;  jour  solaire  moyeu. 


BACCALAUREAT  CLASSIQUE 

{LETTRES-MA  TU  KM  A  TIQ  UES) 

(PRE.MII.KE  session). 

Problème  obliyatoire.  —  Soient  a,  b,  c  les  côlés  d'un  trianfrle,  p  le 
demi-périmètre  ;  A,  B,  C  les  volumes  engendrés  par  la  rotation  du  triangle 
autour  de  chacun  de  ses  trois  côlés  (A  par  exemple  sera  le  volume  engen- 
flré  par  le  triangle  tournant  autour  du  côté  a).   On  donne   A,  B,  (".  et  l'on 

demande  de   calculer  :    i»  les  rani)orts  -  =  a,  -  =  3,  -  =  -;;  2"  les  trois 

li         p  p        ^  p 

cotés  a,  b,  c. 

Qiiestinns  à  choisir.  —  1"  DfMnonlrcr  (|u'iin  noni!)re  es(  tlt'comijosable 
iruiie  manière  et  d'une  seule  en  facteurs  premiers;  -.1°  théorie  du  plus 
gnind  commun  diviseur;  >  démunlrer  (jue  la  racine  carrée  d'un  entier  qui 
n'c.-l  pas  un  (.arré  par  fait  est  incommensurable. 
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(deuxième  session). 

Problème  obligatoire.  —  Couper  une  spliore  de  rayou  il  par  un  plan 
situé  à  une  distance  x  du  centre,  de  telle  façon  que  l'aire  de  la  section 
faite  par  ce  plan  dans  la  sphère  soit  égale  à  m  fois  la  différence  des  aires 
des  deux  calottes  sphériqncs  délerininées  par  le  plan  sur  la  surface  de  la 
sphère.  Discussion. 

Questions  à  clioisir.  —  i"  Propriété  de  la  tangente  à  la  parabole.  Dé- 
monstration. 

2"  Propriété  de  la  sous-nonnalo  de  la  parabole.  Déinonslration. 

ii»  Wiener  à  une  parabole  une  tangente  par  un  point  donné  du  plan  de  la 
courbe.  Discussion. 


QUESTJON  7U0 

Solution,  par  M.  Francis  Dauzats,  soldat  au  5i6  de  ligne. 


On  donne  un  triangle  ABC;  .«/;'BC,  dans  le  sens  BC,  cni  porte 
BB'  =  /  ;  sur  CA  dans  le  sens  CA,  AA'  =  t.  En  supposant  t  va- 
riable, trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  de  concours  des  di'oiles 
AB',  BA'. 

Ce  lieu  est  une  droite  y  ;  elle  rencoïitre  AB  en  y'.  En  considé- 
rant les  jioints  analogues  a',p',  on  demande  de  démontrer  qi^e 
les  trois  poin[s  so)it  en  ligne  droite.  (G.  L.) 

1°  Les  rayons  AB'  et  BA'  se  correspondent  liomographiquement. 

Le  lieu  de  P  est  donc  une  co- 
nique. Pour  t  =  0,  on  voit  que 
la  droite  AB  fait  toute  entière 
partie  du  lieu.  Donc,  en  dehors 
de  cette  droite,  le  lieu  est  une 
seconde  droite  y- 

9,°  Les  points  M  et  N  où  •,' 
coupe  BC  et  AC  sont  tels  que 

BM=AC=i    AN=BC=«. 


laiis,  on  a 

-/A 

y'b  • 


D'après  le  théorème  de  Mene- 


AlB 

m: 


NG 

NÀ 


d'où 


,''A 


7  ,  carMC  =  NC. 
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De  même,  on  aurait 

a'd         c'    ^  A  ~"  a  ' 

a'B      pC       y'A 
Donc  ^r  •  W  •  "St  =  ^' 

ce  qui  prouve  que  «  ^  7  sont  en  ligne  droite. 

Xota.  —  Solutions  diverses  pai*  MM.  Goyens  ;  L'Huili.ieu;  Dhoz-Farny. 

QUESTIONS  PROPOSÉES 


811.  —  Dans  tout  triangle  rectangle,  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit au  Iriangle  formé  par  les  centres  des  trois  cercles  exin- 
scrits, a  pour  longueur  l'hypoténuse  du  triangle  donné. 

[E.  N.  Barisien). 

812.  —  On  donne  un  triaugle  abc  et  le  cercle  qui  lui  est  cir- 
conscrit. D'un  point  p,  de  ce  cercle,  on  élève  une  perpendiculaire 
à  la  droite  pa,  elle  coupe  hc  en  a' .  De  méuie,  on  a  un  point  b'  sur 
ac.  Démontrer  que  la  droite  a'b'  passe  par  le  cenlre  du  cercle. 

{Mannhehn). 

813.  —  On  considère  un  triangle  rectangle  lîAC,  l'axe  radical 
du  cercle  circonscrit  et  du  cercle  inscrit  forme  avec  les  côtés  AH, 
AG  de  l'angle  droit  BAC  un  triangle  dont  l'aire  est  dans  un  rap- 
port constant,  quel  que  soit  le  triangle  rectangle  considéré  BAC, 
avec  l'aire  du  cercle  inscrit.  G.  L. 

814.  —  Un  Iriangle  de  grandeur  invariable  se  déplace  de  façon 
que  deux  de  ses  sommcis  restent  sur  deux  droites  données  et  que  le 
troisième  sommet  reste  sur  un  plan  parallèle  aux  deux  droites  : 
on  demande  le  lieu  de  ce  troisième  sommet?  [Mannheim). 

815.  —  I-a  circonférence  décrite  sur  le  côté  BC  du  Iriangle 
ABC,  comme  diamètre,  coupe  la  liauleiir  AA'  du  mèuie  C('»lé  de  \M\ 
que  le  sommet  A,  en  a.  On  aura,  de  même,  sur  les  autres  hauleurs, 
les  points  p  et  7.  i-es  droites  By  et  Cp  se  coupent  en  a  .  Soient,  de 
môme,  les  points  '^'  et  y'.  I-es  triangles  ABC  et  a'ji-;'  sont  liomolo- 
giques  ;  le  centre  d'homologie  est  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  apy.  [Droz-Fm-iui). 
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816.  —  On  considère  tous  les  quadrilalères  harmoniques  ABCD 
dans  lesquels  AB  est  fixe,  CD  passant  par  un  point  fixe  P  de  AB. 
Lieu  des  sommets  C,  D?  (Droz-Farmj). 

817.  —  On  donne  une  circonférence  0  et  la  tangente  A  au  point 
A.  Soit  A'  le  point  de  0,  diamétralement  opposé  à  A. 

On  construit  une  parabole  P  variable  dont  le  foyer  F  est  sur  0 
et  qui  admet  A  comme  directrice. 

Quel  est  le  lieu  géométrique  des  points  d'intersection  de  la 
corde  FA'  avec  P?  (Droz-Faniy). 

818.  —  Etant  donné  un  triangle  ABC,  le  cercle  exinscrit  dans 
l'angle  A  a  son  centre  en  0^  et  touche  le  côté  BG  en  A',  jMonlrer 
que  la  droite  O^A'  et  les  droites  analogues  O3B',  0J7  concourent 
au  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  O^O^O^. 

(E.-N.  Baràlen). 

819.  —  Les  droites  qui  joignent  le  centre  I  du  cercle  inscrit  à 

un  triaiigle  ABC  aux  sommets  de  ce  triangle,  rencontrent  le  cercle 

circonscrit  en  A',B',C'.  Démontrer  la  relation 

lA'  IB'  IC 

= r  =  2R, 


.    A  ~    .    B  ~    .    u 

sin  —        sm  —        sin  — 
■?.  2  2 

B  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit.  {E.-N.  Barisien). 

820.  —  Soient  le  centre  0  et  deux  diamètres  fixes  rectangu- 
laires AA'  et  6B'  d'un  même  cercle.  On  considère  deux  rayons 
variables  perpendiculaires  OC  et  OD. 

1"  Le  lieu  du  point  de  rencontre  .M  des  droites  AC  et  BD  est  un 
cercle  2. 

2°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  M'  des  droites  A'G  et  B'D  est  le 
cercle  2. 

3°  Le  lieu  du  milieu  de  MM'  est  un  cercle. 

4°  La  droite  MM'  passe  par  la  projection  de  C  sur  BB'  et  par  la 
projection  de  D  sur  A  A'. 

5"  Les  quatre  points  M,  M',  C,  D  et  0  sont  sur  un  même  cercle. 

{E.-N.  Barisien). 

Le  Directeur-gérant, 

G.  DE  LOXGCHAMPS. 

SAINT-AMAXD    (CHER),    IMPRIMERIE    SCIESTincjUE     ET    LITTERAinE,    BUSSIÉRE    FRÈRES. 
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